Fachtag Mathematik: Kurvenscharen

Ablauf:

1. Stunde

Gemeinsame Einstiegsaufgabe

2. Stunde

Stammgruppenaufgaben

4 Stammgruppen (a 4 bis 6 Schiiler)
Jedes Gruppenmitglied erhilt eine unterschiedliche Aufgabe A, B,
C, D 2 in EA zu bearbeiten

Bei groferen Schiilergruppen sind ergdnzend Aufgaben E, F, G
moglich oder Aufgaben A, B, C, D teilweise doppelt zu vergeben

3.+ 4.
Stunde

Expertenaufgabe

4 Expertengruppen: A, B, C, D

—> diejenigen Schiiler, die dieselbe Aufgabe bearbeitet haben:
Vergleichen + Austausch zur bearbeiteten Aufgabe

Plakat erstellen

5. Stunde

Stammgruppenaufgabe

Stammgruppe trifft sich zum Museumsrundgang
Experte erklért jeweils sein Plakat

6. Stunde

Expertenaufgabe

Klédrung, ob fremde Themen verstanden wurden
Présentation eines fremden (vom Lehrer bestimmten) Themas im
Plenum

Vertiefung

Ubungsaufgaben 1 bis 3

Literatur
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LOSUNG: Einstiegsaufgabe

a) Alle Graphen sind nach unten gedffnete Parabeln

b)

Vo in m/s

40

60

80

100

hmax in M

180

320

500

thmax In S

S

6

8

10

tgesamt ins

oo

12

16

20

c) Aus der Tabelle ist zu entnehmen, dass Hohen von 400 bis 500 m bei
Anfangsgeschwindigkeiten von etwa 90 m/s bis 100 m/s erreicht werden.

d)

Maximum der Funktion h:
h’ (t)=vo—10t

h’ (t)=0

= tmax = Vo /10

tmax 10 h eingesetzt liefert:
hax = v0%/20

Fiir die gesamte Flugzeit gilt:

tgesamt =2 * tmax
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c) Aus der Tabelle ist zu entnehmen, dass Hohen von 400 bis 500 m bei

d)

Anfangsgeschwindigkeiten von etwa 90 m/s bis 100 m/s erreicht werden.

Maximum der Funktion h:
h’(t)=vo—10t
h’ (t)=0

etmax:VO /10

tmax 10 h eingesetzt liefert:
hmax = V%20

Fiir die gesamte Flugzeit gilt:

Toesamt = 2 tmax




Arbeitsblatt A: Gemeinsame Punkte bei Kurvenscharen

Fiir jede Zahl a €RR ist eine Funktion f, gegeben durch
fax)=ax*-0,5x*+(2—-4a)x+2

Ihr Graph ist die Kurve C,.

a) Inder Abbildung sind die Kurven C,, C,
und C; gegeben. Ordnen Sie jeder Kurve

den richtigen Namen zu.

b) Welche Vermutung beziiglich
gemeinsamer Punkte ergibt sich

aufgrund der Graphen?

c¢) Uberpriifen Sie Ihre Vermutung
rechnerisch und weisen Sie nach, dass
die von Thnen ermittelten Punkte auf

'H'W'H'W'H'W'J_‘"_‘_"H'

jeder Kurve C, liegen

--> Tippkarte

4



LOSUNG: Arbeitsblatt A: Gemeinsame Punkte bei Kurvenscharen

a)

b)

|

Zuordnung ergibt sich 1?)A "l
z.B. durch Bestimmung des Funktionswertes der . '
Funktionen an der Stelle x = 1: L3 i (: ;l I
fi(x) =x>—0,5x* —2x +2, also f;(1)=0,5; iR ;/
f,(x)= 2x = 0,5x* -6 x +2, also f5(1)=-2,5; :.:.,I ‘\4
f3(x) = 3 = 0,52 — 10 x +2 , also f3(1) =-5,5; __::’: TN /,4
oder durch Betrachtung des Verhaltens fiir x — oo: , // ) w4 /,' N
die Funktionswerte fiir x — o werden bestimmt durch -8 ?;’/ - \\ 1 ‘:':5: 2 3t
die hochste Potenz, da 3x> > 2 x* > x’gilt, folgt die } 21N
angegebene Benennung. 4 j
Gemeinsame Punkte scheinen zu sein: ¢ ©
A(-2;-4) ;B (0;2); C(2;-4) It 8

[ e
Seiena,b € R mita #b. E

Es gilt: fa(x) = f p(x)
ax®*—0,5x*+(2—-4a)x+2=bx>*-0,5x>+ (2 —4b)-x + 2
ax’*+(2-4a)yx =bx® +(2-4b)x

ax’— bx* +(2-4a)x —-(2-4b)x =0

(a-b) - x’+(-4a+4b)x =0
x- ((a=b) - x>+ (-4a+4b) =0
Somit ist xs; =0 oder  (a—b) x>+ (-4 a+4b))=0,
(a-b) x**=4a—4b
(a-b) x*=4(a— b)

x2=4, alsoxgp =2 oderx s3=—2

Fiir die Funktionswerte folgt f,(-2) = a-(-2)> - 0,5-(-2)* + (2 — 4a)-(-2) + 2
=-8a-2 —-4+8a+2
=—4, also A(-2; -4)

fa(0)= a- 0°—0,5- 02+ (2 —4a)-0 + 2 =2, also B (0;2)

fa(2)= a-2°-0,522+(2—-4a)-2+2==8a-2 +4—-8a+2=4,also C (2;4).

Da die Punktkoordinaten unabhéngig vom Scharparameter sind, liegen sie auf allen Kurven

der Schar.




Arbeitsblatt B: Unterschiedliche Eigenschaften der Kurven (Fallunterscheidung)

Fiir jede Zahl k 1R ist eine Funktion fx gegeben durch f ((x) =x - (x> — k-x + 3-k).
Der Graph von fi ist die Kurve Cy.
Gegeben sind die Graphen der folgenden Funktionen:
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Stellen Sie eine Vermutung iiber die Anzahl der Extrempunkte bei den Kurven der Schar auf.

Beweisen Sie Thre Vermutung.

=>» Tippkarte




LOSUNG: Arbeitsblatt B:  unterschiedliche Eigenschaften der Kurve(Fallunterscheidung)

Offenbar haben nicht alle Kurven der Schar Extrempunkte. Aus den Abbildungen folgt, dass
es Kurven entweder zwei Extrema haben (Hoch- und Tiefpunkt) (k =-3 / k=-2/k= 10 /k=
12) oder keine (k = 1 / k=9). Es muss also einen Bereich fiir k geben, wo Extrema
ausgeschlossen sind.

Bestimmung der Extrempunkte der Schar:
fx (x)=x-(x*-kx+3k)
=x —kx*+3kx
fo x)=3x"-2kx+3k
£’ (x)=6x-2k

Die moglichen Extremstellen ergeben sich als Nullstellen der ersten Ableitung.
0=f (x)=3x"-2kx+3k
0= x*- %kark ()

Xg =+ %k + ‘%kz —k und xgy =+ %k = ‘/ékz —k , wobei die Diskriminate grofer

gleich Null sein muss. Ist sie dies nicht der Fall, so hat die Gleichung (*) keine Losung.
ékz—k >0 ékz sk K229k kK —9k>0 <k (k=9) >0, dak® -9k der
Funktionsterm einer nach oben gedffneten Parabel ist, die die Nullstellen 0 und 9 hat, folgt:
ékQ —k >0 genau dann wenn k <0 oder k > 9 ist.

Somit folgt fiir die moglichen Extremstellen:

1. Fall: k<0oderk>9: xg =+§k+,/ék2—k unde2=+%k—,%k2—k,

Da der Graph von fi’ eine nach oben gedftnete Parabel ist, sind beide Extremstellen.

2.Fall :k=0oderk=9: xg; =xp =+ %k , der Graph von f}’ beriiht also an dieser Stelle
die
x-Achse. Da kein Vorzeichenwechsel bei fi’ erfolgt, liegt kein Extrempunkt vor.
Insbesondere ist an dieser Stelle ein Sattelpunkt zu finden.

3. Fall: 0 <k <9: Da gilt ékz —k <0, also hat (*) keine Losungen, also gibt es keine

Extremstellen.



Erweiterung zum Arbeitsblatt B: gemeinsame Punkte

Welche Vermutung liber gemeinsame Punkte der Kurven der Schar ldsst sich aufstellen?
Beweisen Sie ihre Vermutung.

LOSUNG: Erweiterung zum Arbeitsblatt B:

Vermutung : A(0;0) und B(3; 27).
gemeinsame Punkte: Seiena,b € R mita#b.
Es gilt: fa(x) = p(x)
X-(x2—ax+3a)=x-(x2-bx+3b)

x-(x*-—ax+3a)-x-(x>-bx+3b)=0
Xx-(x*—ax+3a-x*+bx-3b)=0
x-(—ax+3a+bx-3b)=0

Somit ist xg;=0 oder —a-x+3-a+bx—3b =0, also
(b—a)x =3-b-3-a
(b—a)x =3-(b—a)
Xs2 = 3

Es ist fi(0) =0 und f(3 ) =3 - (3% —k -3 + 3 k) = 27.

Also sind die gemeinsamen Punkte: A(0;0) und B(3; 27).



Arbeitsblatt C:  Ortskurve von Extrempunkten bei Kurvenscharen

Zu jeder Zahl be R ist eine Funktion f', gegeben durch f ,(x) =—0,25x> +b-x +2 +2-b — b?.
Der Graph von f'y, ist die Kurve K.

Gegeben sind die Graphen der einiger Funktionen:
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a) Ordnen Sie den Graphen die jeweilige Funktionsvorschrift f;, f,, f _;, fs und f}¢ zu.
b) Welche Vermutung ergibt sich fiir die Lage der Hochpunkte der Kurvenscharen?

¢) Bestimmen Sie fiir allgemeines b den Hochpunkt der Kurve Ky und beweisen Sie Thre
Vermutung.

Information:
Die Kurve auf der alle Hochpunkte liegen heifit Ortskurve (oder Ortslinie) der Hochpunkte.

--> Tippkarte




LOSUNG Arbeitsblatt C:  Ortskurve von Extrempunkten bei Kurvenscharen

a) A

o0

b) Die Hochpunkte der Schar scheinen auf einer Geraden zu liegen.

c) Seib € R.
Esgilt: fu,(x)=-0,25x>+b-x+2+2-b-b?
fpy'(x)=—0,5x+b
fp’(x)=-0,5#0 fir alle x € R.

Die moglichen Extremstellen sind die Nullstellen der ersten Ableitung:
0= fy’(x)=—-0,5x+b < xg=2b.
Da f,’(2b)=-0,5#0, ist xg = 2 b Extremstelle, insbesondere ist xg Maximalstelle.

Fiir den Funktionswert an der Stelle xg = 2 b folgt:
f(2b) =-0,25-(2b)>+b- 2b +2 +2-b — b?

= b2 +2b°+2+2b—b?

=2b+2

Somit ist der Hochpunkt H (2b; 2b +2) fiir alle b € IR.

Um die Ortskurve der Hochpunkte zu bestimmen, sucht man die Funktionsgleichung, die
jeder x-Koordinate des Hochpunktes die jeweilige y-Koordinate zuordnet.

Hier lasst sich sofort sehen, dass die Hochpunkte alle auf der Funktion x > x+2 liegen.

Rechnerisch l&sst sich dies wie folgt nachrechnen:

Fiir die x-Koordinate des Hochpunktes gilt: x =2b = b =0,5 x (¥*)

Fiir die y-Koordinate des Hochpunktes gilt: y =2b +2 . (**)

Setzt man (*) in (**) ein, folgt: y =2 (0,5x) + 2 = x + 2, also liegen alle Hochpunkte auf
der Geraden mit der Gleichung y = x +2.



Arbeitsblatt D:  Der tiefste Tiefpunkt, der hochste Hochpunkt

Fiir jede Zahla €RR ist eine Funktion f, durch f, (x)=x*—6x+30+a’+8a gegeben.

Ihr Graph ist die Kurve C,.

<
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D

a) In der Abbildung sind die Kurven Cy, C; und C 4

gegeben. Ordnen Sie jeder Kurve den richtigen

Y
D

Namen zu.

D

b) Bestimmen Sie allgemein den Tiefpunkt von C,.

c) Fiir welche Kurve der Schar ist der Tiefpunkt am

weitesten unten, d.h. die y-Koordinate am

kleinsten?

Bestimmen Sie die Koordinaten dieses

Tiefpunktes.

A 4

--> Tippkarte zu c)




b)

LOSUNG Arbeitsblatt D: Der tiefste Tiefpunkt, der hochste Hochpunkt

Co gehért zur Funktion fo(x) = x> —6x + 30, also f,(0) = 30.

\ 0
\ LV

C, gehért zur Funktion f)(x) = x* — 6x + 39, also f;(0) = 39.
(i 7a
C_s gehort zur Funktion f4(x) = x> —6x + 14, also f.4(0) = Y
14. Wn
\ DU
\30

S

YA
20
Esgilt: f, ’(x)=2x-6. 0
f, " (x)=2
Somit: 0=f, ’(x) =2 x— 6 liefert als mogliche 4 g
Extremstellen: x = 3. Somit ist die x-Koordinate der -10

Tiefpunkte der Schar unabhingig von a.

Da f,” (x)=2>0fiiralle x € IR, liegt bei x = 3 eine
Minimalstelle vor.

Fiir den Tiefpunkt T, gilt somit: T, ( 3; 21+a’+ 8 a) .

Die y-Koordinaten der Tiefpunkte erfiillen die Gleichung t(a) = 21+a” + 8a.

0=t’(a)=2a+ 8 < a=-4. Dat(a) eine Gerade mit positiver Steigung ist, liegt bei
a =—4 ein Vorzeichenwechsel vom Negativen zum Positivem vor. Somit ist a eine
Extremstelle, insbesondere eine Minimalstelle.

Fiir a = —4 folgt T_4( 3; 5), welches somit der am tiefsten liegende Tiefpunkt der
Kurvenschar ist.



Arbeitsblatt E:

Kurven einer Schar mit einer speziellen Eigenschaft

Fiir jede Zahl a eR ist eine Funktion f, durch f, (x) = xX'—3ax’ (aeR;a>0).

Ihr Graph ist die Kurve C,.

a)

b)

In dem Schaubild sind die Graphen Cyg, C; und C, »
gegeben. Ordnen Sie die Graphen richtig zu.

Welche Kurve der Schar hat bei x = 3 einen
Tiefpunkt?

Welche Kurve der Schar besitzt eine Wendetangente,
die durch die Punkt P (0;8) geht?
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LOSUNG: Arbeitsblatt E:  Kurven einer Schar mit einer speziellen Eigenschaft
a) Esist foe (1)=1"-3-0,6 1> =0,8;

A
f()=1"-3-1-1> =22 /

)

flo(1)=1"-3.1,2-1> =-2,6. /

[\D)

[

v

i A
i
f“ Cl
T
0,
. _3 2 Tl
b) Esistf, (x)=x" -3 ax" ; /
f, ‘(x) =3x" -6 [
(x) - X ax {5 o
=3x:(x-2a) |
f, *(x)=6x—6a // 6
Mogliche Extremstellen sind die Nullstellen der ersten / ‘9‘ ~

Ableitung, also:

0=f, ‘(x)=3x"-6ax=3x-(x—2a),

somit sind xg; = 0 und xg; = 2a mégliche

Extremstellen.

Da f, “’(0)=6-0—-6 a=-6a <0 fiir a>0 , ist xg; = 0 Extremalstelle, insbesondere
Maximalstelle: H (0;0)

Daf, (a)=6-2a—6a=6a>0 fiira>0 , ist xg; = 2a Extremalstelle, insbesondere
Minimalstelle: T, ( 2a; - 4 a°)

Fiir die gesuchte Kurve der Schar muss gelten: 2a =3, also a=1,5.

¢) Die moglichen Wendestellen sind die Nullstellen der zweiten Ableitung, somit gilt:
0= f,"x)=6x—-6a < xw=a.
Da die zweiten Ableitung einer Geraden entspricht, findet bei xw ein Vorzeichenwechsel
statt und somit ist xw = a Wendestelle.
Es gilt f, (a)= a’—3aa’ =-2a,also W (a;-2a).
Im Wendepunkt ist die Steiung: f, ‘(a) = 3a’ — 6 a -a = — 3a*.
Allgemein gilt somit fiir die Wendetangente: t(x) = -3a” - x + c.
Da W auf der Wendetangenten liegen soll, gilt: -2a> = t(a)=-3a’-a+c<c=a’.
Somit gilt fiir die Wendetangente: t(x) = -3a” - x + a’.

Da die Funktion der Schar gesucht ist, deren Wendetangente den Punkt P(0;8) enthilt,
folgt: 8 =t(0) = -3a’- 0 +a’=a’. Alsoa=2.

Somit ist f, (x) =x’ — 6 x° die Funktion der Schar, deren Wendetangente t(x) = -12-x+ 8
durch P(0;8) verlauft.




Arbeitsblatt F:  Ortskurve von Wendepunkte bei einer ganzrationalen Kurvenschar

Fiir jede Zahl t IR ist eine Funktion gegeben durch f(x)= x’—t-x*+2-t-x.

a) Zeichnen Sie die Graphen in fiinf verschiedenen Farben nach. Markieren Sie fiir die
fiinf Kurven die ungefdhre Lage der Wendestelle.

b) Berechnen Sie die Funktionsgleichung der Ortskurve der Wendepunkte.

A

Y 207
15+
10t
5 4+
' : : H—
1 2 3 4 5
X

-> (XN3 - 2*xX12) + 4*X

-> (X3 - 6*x"2) + 12*x
-> (XN3 + 1*x12) - 2*X

-> X3

-> (X3 + 2*x"2) - 4*x

-> (X3 - 7.5*x"2) + 15*x

seeee
X X X X X X




LOSUNG Arbeitsblatt F: Ortskurve von Wendepunkte bei einer ganzrationalen Kurvenschar

a) Die Wendepunkte scheinen auf einem Funktionsgraphen mit Tiefpunkt im Ursprung und
Hochpunkt in der Ndhe der Stelle x = 2 zu liegen.

b) Man bestimmt zunichst allgemein die Koordinaten des Wendepunktes in Abhingigkeit
von t. Die Wendestelle ergibt sich mithilfe der 2. Ableitung.
f/(x) = 3x* -2tx + 2t f“(x) = 6x -2t f(x)=6

Fiir eine Wendestelle x,, muss f*‘(xy) = 0 gelten: 0 = 6x,, -2t & x,=1/3t (1)
Die 3. Ableitung an der Stelle xw bestitigt die Wendestelle: £*““(xw) = 6 # 0.

Man berechnet die y-Koordinate des Wendepunktes durch Einsetzen der Wendestelle in
die Ausgangsgleichung:
1 3 15 2, 2,5 2,
fwxw)=—t-—t7+ —t'=- —t°+ —t 2
whal= gt gt st s g

Fiir die Gleichung der Ortskurve muss in (2) der Parameter t durch eine Abhéngigkeit von
xw ersetzt werden. Deshalb 16st man zunichst (1) nach dem Parameter t auf.

xW=lt <=> t=3 xw
3
Dann ersetzt t in (2) durch den neuen Zusammenhang.
fw(Xw) = o 2—27‘27XW3+ §9XW2 = -2XW3+6XW2

Die Ortskurve der Wendepunkte hat also die Gleichung

fw(xw) = -2 xw 3+ 6Xw 2 bzw. y(x)=-2 x>+ 6x°%.



Arbeitsblatt G:  Ortskurve von Wendepunkte bei einer logarithmischen Kurvenschar

Fiir jede Zahl t ist eine Funktion gegeben durch
fi(x) = In (x* + t) mit t>0.

Der Graph von f; sei K; .

a) Zeichnen Sie die Graphen in vier
verschiedenen Farben nach. Markieren Sie
fiir die fiinf Kurven die ungefahre Lage der
Wendestelle.

b) Berechnen Sie die Funktionsgleichung der
Ortskurve der Wendepunkte.

5+

-> n(x*2 + 2)

-> In(x"2 + 0.25)
-> In(x*2 + 1)

-> In(x"2 + 0.5)




LOSUNG Arbeitsblatt G:  Ortskurve von Wendepunkte bei einer logarithmischen Kurvenschar:

a) Die Wendepunkte scheinen auf 2 y-achsensymmetrischen Hyperbeln zu liegen, die
fiir x -> 0 nach - oo streben.

, 1 2X
o) (%) = X* +1 2= X* +t
£ = 2(x? +2t)—22x.2x _ —22>(2 +§t
(X" +1) (X" +1)
£7(x) =
—AX- (X2 41)? = (22X7 4 2t) - 2(X7 1) 22X —4X(X 1) — (2% +2)-4x 4%’ —12tx
(x> +1)* - (x> +1)° X+t
Aus f;"(xy) = 0 folgt -2x,, 2 +2t = 0.
Damit ist Xy = vt oder xy = - 4/t (1)

Da f""’(xw) # 0, liegen tatsdachlich zwei Wendestellen vor.

Einsetzen von xy, in die Funktionsgleichung ergibt die Koordinaten y,, der Wendepunkte.

Yw = f(xw) = In(2t) 2

Die Wendepunkte liegen also bei (¥/t |In(2t)) und (-+/t [In(2t)).

Aus (1) ergibt sich unabhéngig von der positiven oder der negativen Losung fiir die

Wendestelle t = x,,°. Setzt man dies in die y,, -Koordinatengleichung (2) ein, so erhlt
man

yw = In (2 x,,>). Die Wendepunkte liegen also

auf dem Graphen von y (x) = In (2 x°).

& X ->In(x"2 +2)
@ x->In(2*x"2)
X -> In(x"2 + 0.25)
X ->In(x"2 + 1)
X ->In(x"2 + 0.5)




Tippkarte fur Arbeitsblatt A und Erweiterung vom Arbeitsblatt B

Bei der Suche nach gemeinsamen Punkten einer Schar kdnnen zunéchst zwei
spezielle Scharkurven auf Schnittpunkte untersucht werden (z.B. f4(x) = fp(x) mit
a =b; a und b werden dabei jeweils als konstant angenommen ).

Anschlielend ist nachzuprifen, ob alle Kurven der Schar durch die gefundenen
Punkte gehen. Dies ist dann der Fall, wenn die Punktkoordinaten unabhéngig
vom Scharparameter sind.

Tippkarte zum Arbeitsblatt B

Berechnen Sie allgemein die méglichen Extremstellen der Kurvenschar fy.

Bei der Berechnung muss sich in Abhangigkeit von k eine Fallunterscheidung
ergeben.

In diesem Fall stol3en Sie auf eine zu lI6sende quadratische Gleichung, die nur
dann losbar ist, wenn die der Ausdruck unter der Wurzel (die Diskriminate)

groier als Null ist.

Suchen Sie also die k, fir die die Diskriminate groRer gleich Null ist.

Tippkarte fuir Arbeitsblatt C:

Tipp 1: Verbinden Sie die Hochpunkte. Beschreiben Sie Ihre Beobachtungen.

Tipp 2: Suchen Sie eine Funktionsvorschrift, die der x-Koordinate des
Hochpunktes die berechnete y-Koordinate zuordnet.
Uberpriifen Sie ihr Ergebnis im Schaubild.

Tippkarte fur Arbeitsblatt D Aufgabenteil ¢):

Die y-Koordinaten der Tiefpunkte erfiillen die Gleichung t(a) = 21+a” + 8a.
Nun soll das a gesucht werden, bei dem t(a) minimal wird.

Nutze dafiir die Kenntnisse der Analysis.




Ubungsaufgabe 1: Funktionenschar, exponentiell

Nebenstehend sehen Sie flinf Graphen der /

Funktionenschar /

fax)=(a—x%)-e*

\
N\

\ —+ /K.) /ua/.;

a) Welcher Schar-Parameter konnte zum l / \&
mittleren Funktionsgraphen gehoren? 2 I /— )/ NS T~
graphen g / b%"'
(Mit Begriindung!) l / ///
1=

b) Fiir welche Schar-Parameter a hat der Graph G, genau einen Punkt mit Steigung Null ?
Ermitteln Sie die Koordinaten dieses Punktes und begriinden Sie, von welcher Art dieser

Punkt ist.

Ubungsaufgabe 1: Funktionenschar, exponentiell

Nebenstehend sehen Sie flinf Graphen der /

]

Funktionenschar /

fax)=(a—x?)-e™

\
N

~]
]
1

/
o

\~* s

a) Welcher Schar-Parameter konnte zum

\%(

(Mit Begriindung!)

mittleren Funktionsgraphen gehdren? 2 I

L

b) Fiir welche Schar-Parameter a hat der Graph G, genau einen Punkt mit Steigung Null ?

Ermitteln Sie die Koordinaten dieses Punktes und begriinden Sie, von welcher Art dieser

Punkt ist.



LOSUNG Ubungsaufgabe 1: Funktionenschar, exponentiell

Zu a)
Der y-Achsenabschnitt von f, ist  f,(0) = a- ¢’ = a. Demnach konnte zum mittleren

Funktionsgraphen der Schar-Parameter a=0,5 gehoren.

zu b)
Fiir Punkte P(x|f(x)) mit Steigung Null gilt f,‘(x)=0

fo'x)= 2x-e "+ (ax?)-(-1)-e™ = (x>2x-a)-e "
fi‘xX)=0 = 0=x*2x-a =>x=1++1+a

Nur eine Losung fiir a =—1, ndmlich x = 1.

Art des Punktes:
f14x)=(x>2x+1)-¢e*
£ = (2%-2) - €+ (32x+1) - (-1) - €= (x+ax-3) - €5 £1°%(1) = (-1+4-3) - ¢ =0

£17(x) = (2xH4) - €+ (H4x-3) - (1) - e ¥ = (e2xt) € £7(1)=3/e#0

(Nur) G_; hat einen einzigen Punkt mit Steigung Null. Dies ist ein Sattelpunkt S(1|-2/e).



Ubungsaufgabe 2: Funktionenschar, exponentiell

Fur jede Zahl t ist eine Funktion f; gegeben durch
f,(x) = 62X —2te* +12
Ihr Graph ist die Kurve C;.

a) Untersuchen Sie C; auf Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte.

b) Zeichnen C; Sie fur -4 <x <1,5.

c) C; schliefl3t mit den Geraden mit den Gleichungeny =4 und x = u (u < 0) eine Flache ein.
Bestimmen Sie die Gro3e dieser Flache.

Ubungsaufgabe 2: Funktionenschar, exponentiell

Fur jede Zahl t ist eine Funktion f; gegeben durch
f,(x) = 62X —2te* +12
Ihr Graph ist die Kurve C;.

a) Untersuchen Sie C; auf Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte.

b) Zeichnen C; Sie fur -4 <x <1,5.

c) C,schlieBt mit den Geraden mit den Gleichungen y =4 und x = u (u < 0) eine Flache ein.
Bestimmen Sie die GroRRe dieser Flache.

Ubungsaufgabe 2: Funktionenschar, exponentiell

Fur jede Zahl t ist eine Funktion f; gegeben durch
fi(x)=e2X —2teX +12
Ihr Graph ist die Kurve C;.

a) Untersuchen Sie C; auf Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte.

b) Zeichnen C; Sie fur -4 <x <1,5.

c) C;schliefl3t mit den Geraden mit den Gleichungeny =4 und x = u (u < 0) eine Flache ein.
Bestimmen Sie die GroRRe dieser Flache.

Ubungsaufgabe 2: Funktionenschar, exponentiell

Fur jede Zahl t ist eine Funktion f; gegeben durch
f,(x) = 62X —2te* +12
Ihr Graph ist die Kurve C;.

a) Untersuchen Sie C; auf Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte.

b) Zeichnen C; Sie fur -4 <x <1,5.

c) C; schliefl3t mit den Geraden mit den Gleichungeny =4 und x = u (u < 0) eine Flache ein.
Bestimmen Sie die Gro3e dieser Flache.



LOSUNG Ubungsaufgabe 2: Funktionenschar, exponentiell

Zu a)

Ableitungen:

fi (x) = 262X — 2teX

£ (x)=4e2* —2te*

fi'(x) = 862X — 2te*

Nullstellen:

fi(x)=0

e2X _2teX 112 -0 Substitution: z = e*
Z2 2tz+t% =0

=z=t = x=In(t)

Extrempunkte:

Notwendige Bedingung: ft'(x) =0
262X —2teX =0

=eX. (2 -2t)=0

—=2eX -2t=0, da e* #0fir alle x.

=eX =t = x =In(t)

Hinreichende Bedingung: ft'(x) =0A ft"(x) #0
£ (In(t) = 4e2"® _ ot . g®)

=412 -2t t=2t2 %0 furt=0
- Extrempunkt existiert fur t #0
Far t =0 ist f; (x)>0 - Minimum

y—Koordinaten:

fr(in(t) = e2M® _2t.6IN0) 1 42 2 _ot.t4+t% =0 > T(n(t)]0)
Wendepunkte:
Notwendige Bedingung: f; (x)=0
— 462X = 2te* Sex=L = x=In ij
2 2

Hinreichende Bedingung:
£ (x)=0Af (x)%0

ftm(ln(é)) #0

y-Koordinaten:

{lz)- e

2
4



LOSUNG Ubungsaufgabe 2: Funktionenschar, exponentiell

Zu b)

|
A\

A
4

N
—_—

(25

Zu c)
Berechne zunachst Schnittstelle des Graphen vony = 4 und Cy:

e?* —4e* +4=4= x=In(4)

Der Flacheninhalt der gesuchten Flache entspricht dem Integral:

In(4) In(4)
nj(—ezx + 4ex)dx = [— 0,5e2% + 4eX
u u

=—05-4% +4-4+05-e? —4.¢Y =8+05e%" — 4e"



Ubungsaufgabe 3: Funktionenschar, exponentiell

Zu jedem a # 0 ist eine Funktion f, gegeben durch

fa(x)=x+ae™ ™.

Ihr Graph ist die Kurve C,.

a)
b)
c)
d)

Untersuchen Sie C, auf Extrempunkte. Begriinden Sie, weshalb nur fur positive Werte
von a Extrempunkte existieren.

Fur welche Scharkurve liegt der Extrempunkt auf der x-Achse? Bei welcher Scharkurve
liegt der Extrempunkt auf der y-Achse?

Alle Extrempunkte liegen auf einer Geraden. Bestimmen Sie die Gleichung dieser
Geraden.

Welche Ursprungsgerade mit der Gleichung h,(X) = mx beriihrt den Graphen von f,?
Berechnen Sie die Beruhrstelle sowie die Geradengleichung.

Ubungsaufgabe 3: Funktionenschar, exponentiell

Zu jedem a # 0 ist eine Funktion f, gegeben durch

fo(x)=x+ae ™.

Ihr Graph ist die Kurve C,.

a)
b)
c)

d)

Untersuchen Sie C, auf Extrempunkte. Begriinden Sie, weshalb nur fur positive Werte
von a Extrempunkte existieren.

Fur welche Scharkurve liegt der Extrempunkt auf der x-Achse? Bei welcher Scharkurve
liegt der Extrempunkt auf der y-Achse?

Alle Extrempunkte liegen auf einer Geraden. Bestimmen Sie die Gleichung dieser
Geraden.

Welche Ursprungsgerade mit der Gleichung h,(X) = mx beriihrt den Graphen von f,?
Berechnen Sie die Beruhrstelle sowie die Geradengleichung.

Ubungsaufgabe 3: Funktionenschar, exponentiell

Zu jedem a # 0 ist eine Funktion f, gegeben durch

fa(x)=x+ae™ .

Ihr Graph ist die Kurve C,.

a)
b)
c)
d)

Untersuchen Sie C, auf Extrempunkte. Begriinden Sie, weshalb nur fir positive Werte
von a Extrempunkte existieren.

Fur welche Scharkurve liegt der Extrempunkt auf der x-Achse? Bei welcher Scharkurve
liegt der Extrempunkt auf der y-Achse?

Alle Extrempunkte liegen auf einer Geraden. Bestimmen Sie die Gleichung dieser
Geraden.

Welche Ursprungsgerade mit der Gleichung h,(X) = mx berthrt den Graphen von f,?
Berechnen Sie die Bertihrstelle sowie die Geradengleichung.



LOSUNG Ubungsaufgabe 3: Funktionenschar, exponentiell

ZuU a)

Ableitungen:
fy(x)=1-a-e”* fy (x)=a-e*

Extrempunkte

Notwendige Bedingung: fal(x) =0

1-a-e7* =0 e Xl :—x:ln[ljzln(l)—ln(a)
a a

= x =In(a) a >0, da Logarithmus nur fur positive Werte definiert
Hinreichende Bedingung: fa'(x) =0A fa"(x) #0

f, (In(@)=1>0 = Minimum

y—Koordinate: f,(In(a)) =In(a) +1 > T(|n(a]|n(a)+1)

Zu b)

Far einen Extrempunkt auf der x—Achse qilt: yg =0
Also: In(a)+1=0

=In(a)=-1 — en@ _ g1 .
e

- Fur a :1 liegt der Extrempunkt auf der x—Achse.
e

Fur einen Extrempunkt auf der y-Achse gilt: xg =0
Also: In(a)=0

:eln(a):eo —~a=1
- Fur a =1 liegt der Extrempunkt auf der y—Achse.

Zu c)

Ortskurve der Extrempunkte: yg =In(a)+1=x+1

Zu d)

h,(x) = mx ist Tangente an C,. Also gil m=f, (x)=1-a-e~*

Weiter haben der Graph von h,und C, einen gemeinsamen Punkt — den
Beruhrpunkt: Also: h,(x) =f5(x)

X o x=-1

=l-ae ). x=x+a-e”
Daraus folgt fur die Steigung m:

mzl—a-e1

und fir die Gleichung der Tangente:
hy(x)=(1-ae)-x
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