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| Einleitung

Die seit dem Schuljahr 2014/15 geltenden Fachanforderungen Mathematik l6sen den

bisher geltenden Lehrplan Mathematik ab.

Dieser Leitfaden soll Lehrkréafte und Fachschaften dabei untersttitzen, Unterricht auf
der Grundlage der Fachanforderungen zu planen. Dabei stehen folgende Aspekte im
Mittelpunkt:

Unterstitzung bei der Erstellung und Fortschreibung des schulinternen
Fachcurriculums
Die Fachanforderungen verzichten auf kleinschrittige Detailregelungen. Themen und
Inhalte sind nicht einzelnen Jahrgangsstufen zugeordnet, weil eine solche Zuordnung
neben padagogischen und didaktischen Abwégungen auch von der Ausgestaltung
der Kontingentstundentafel an der Schule abhangt. Es ist Aufgabe des schulinternen
Fachcurriculums, die zentralen Inhalte und Kompetenzen, die in den
Fachanforderungen auf den jeweiligen Abschluss bezogen ausgewiesen sind, Uber
die einzelnen Jahrgangsstufen hinweg aufzubauen (vgl. Kapitel 4 der
Fachanforderungen).
Der Leitfaden soll die Fachschaften bei der Erstellung und Fortschreibung dieses
schulinternen Fachcurriculums unterstiitzen, indem er folgende Aspekte in den Blick
nimmt:
e Planung von kompetenzorientiertem Mathematikunterricht unter
Berucksichtigung der Anforderungsebenen
e Betrachtungen und Konkretionen zu Anforderungsebenen und
Anforderungsbereichen
e Aufgaben fir das gemeinsame Lernen
¢ Intelligentes Uben
¢ Wichtige Etappen beim Erarbeiten der Leitidee L4 Funktionaler
Zusammenhang
¢ Simulation von Zufallsexperimenten mit Hilfe von Tabellenkalkulationen
e Leistungsnachweise

e Anregungen zur Erstellung eines schulinternen Fachcurriculums
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Differenzierung

In den Fachanforderungen fur die Sekundarstufe | werden die angestrebten
Kompetenzen und die zentralen Inhalte auf drei Anforderungsebenen ausgewiesen:
Erster allgemeinbildender Schulabschluss (ESA), Mittlerer Schulabschluss (MSA),
Ubergang in die Oberstufe (vgl. Kapitel 2 der Fachanforderungen).

Trotz Unterscheidung der Kompetenzbeschreibungen und Inhalte nach
Anforderungsebenen kann in der tabellarischen Darstellung der Fachanforderungen
aber nur ansatzweise deutlich werden, wie sich im Unterricht die

Anforderungsebenen abdecken lassen.

Der Leitfaden enthalt Anregungen, die Wege zum gemeinsamen Lernen eréffnen.
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Il Leitfaden zu den Fachanforderungen Mathematik

Sekundarstufe |

1 Planung von kompetenzorientiertem Mathematikunterricht

Planen in Prozesskontexten
Planung von Mathematikunterricht orientierte sich bisher noch tberwiegend an den
curricularen Vorgaben des Lehrplans, also an einer fachlichen Systematik und war

damit inputorientiert.

Die Fachanforderungen nehmen gemal3 der Vorgaben der Bildungsstandards sowohl
die mathematischen Inhalte als auch die mathematischen Prozesse in den Blick. Sie
sind abschlussbezogen und damit outputorientiert ausgerichtet. Im Mittelpunkt steht
dabei der ,Prozess des Mathematikbetreibens® (Leuders). Damit erfolgt die
Ausbildung der allgemeinen mathematischen Kompetenzen in der

Auseinandersetzung mit den Inhalten.

Fur die Planung von Mathematikunterricht muss diese Sichtweise aufgegriffen
werden. Grundlage der Planung ist daher, intensiv dartber zu reflektieren, wie
Prozesse zu initiileren sind, die ein Betreiben von Mathematik vielfaltig ermoglichen.
Timo Leuders formuliert vier Prozesskontexte, die den Lernenden Kompetenzerwerb
sowohl auf der inhaltlichen wie auch auf der prozessorientierten Ebene ermdglichen.
(vgl. Leuders, Mathematik-Didaktik: Praxishandbuch flr die Sekundarstufe | und Il,
Seite 268 ff, Cornelsen 2003)

Im Folgenden werden die einzelnen Prozesskontexte erlautert.

Erfinden/Entdecken: Es wird ein induktiver und intuitiver
Prozess ausgeldst. Er ist gekennzeichnet durch Offenheit, Kreativitat, das Zulassen
von Fehlern sowie das Beschreiten individueller Wege und Umwege — Auspragung
von K2 (Probleme mathematisch I6sen) und von
K3 (Mathematisch modellieren).

e Vermutungen aufstellen

e Beispiele und Modelle suchen

e Probleme formulieren und bewerten
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Prufen/Beweisen: Es geht um die intensive Auseinandersetzung mit den im ersten
Prozesskontext gefundenen Ideen. Welche werden weiter verfolgt, welche werden

verworfen?

Die Ideen bzw. Ergebnisse sind zu uberprufen, durch Argumentation ,wasserdicht"

zu machen — Auspragung von K1 (Mathematisch argumentieren).

Uberzeugen/Darstellen: Es erfolgt die Bewertung der Ergebnisse durch andere.
Von der Sprache des Verstehens muss eine adressatenbezogene Sprache des
Verstandenen entwickelt werden — Auspragung von
K4 (Mathematische Darstellungen verwenden) und von
K6 (Mathematisch kommunizieren).

e andere Uberzeugen

e Argumentationsketten verbalisieren

e Veranschaulichungen oder Uberzeugende Beispiele suchen

e zwischen unterschiedlichen Darstellungsformen bewusst auswéhlen

e prasentieren

Vernetzen/Anwenden: Mathematische Erkenntnisse werden in moglichst
reichhaltigen inhaltlichen Kontexten und an vielféaltigen Beispielen erprobt —
Auspragung aller allgemeinen mathematischen Kompetenzen.

e Vernetzung auf inner- und aul3ermathematischer Ebene

e Modellbildung/ Begriffsbildung

e produktives Uben

Der Anhang der Fachanforderungen beinhaltet eine Liste von Operatoren. Mit ihrer
gezielten Auswahl kdnnen die verschiedenen Prozesskontexte eingeleitet bzw.
begleitet werden. Durch den Einsatz der Operatoren fiur Aufgaben und
Arbeitsauftrage kann das gemeinsame Lernen hinsichtlich der Anforderungsebenen

und Anforderungsbereiche bewusst gesteuert werden.
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Vom Themenstrang zur Unterrichtseinheit

— Themenstrange fur Schilerinnen und Schuler erfassbar machen

In den Fachanforderungen werden unter dem Punkt 1.4 ,Didaktische Leitlinien des
Faches Mathematik in der Sekundarstufe I* Hinweise zu dem Begriff
»hemenstrange“ gegeben. Dabei geht es um die vertikale Sichtweise beziglich der
Sachstruktur, also darum, thematische Linien, sprich die ,roten Faden®, zum

Unterrichtsgegenstand zu erkennen.

Die Bewusstmachung und das Hervorheben von Themenstrangen bewirkt, dass ...
e das Wesentliche deutlich erkennbar wird,
e Mathematik als etwas Entwicklungsfahiges erkannt wird,

e durchdrungen wird, welchen Beitrag das Einzelne zum Ganzen leistet.

Durch Themenstrange wird damit der Turmcharakter der Mathematik hervorgehoben.

Das Plakat auf Seite 11 veranschaulicht beispielhaft fir den Satz des Pythagoras
den Aufbau der notwendigen Themenstrange als Planungsgrundlage flr das

gemeinsame Lernen.

Mit den Farben Rot, Grin und Blau werden die verschiedenen Themenstrange

verdeutlicht:

e Roter Themenstrang: Der rote Themenstrang fuhrt Gber den Flachen-
(Leitidee Raum und Form) und Flacheninhaltsbegriff zur
Flacheninhaltsbestimmung (Leitidee Messen). Dabei bilden die Strategien
(Parkettierung, Zerlegungs- und Ergdnzungsprinzip) zur
Flacheninhaltsbestimmung einen Schwerpunkt, um eine geometrische
Erkundung beim Satz des Pythagoras zu erméglichen (vgl.

Aufgabenstellungen und Anforderungsebenen).

e Blauer Themenstrang: Der blaue Themenstrang veranschaulicht die
Voraussetzungen, die Lernende mitbringen missen, um den Satz des
Pythagoras algebraisch (Leitidee Zahl) entdecken zu kénnen (vgl.

Aufgabenstellungen und Anforderungsebenen).
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Gruner Themenstrang: Der kiirzere grine Themenstrang beinhaltet die
Erarbeitung des Winkelbegriffs (Leitidee Messen) sowie den Umgang mit
Winkeln. Hervorzuheben ist das notwendige Begriffsverstandnis von
,senkrecht auf als lageunabhangig und relationsabhangig (Leitidee Raum und

Form).

10
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Themenstrange, die zum Satz des Pythagoras fuhren

Kosinussatz
(Verallgemeinerung des Satzes von Pythagoras)

Ahnlichkeit / Winkeltreue DGS

Einsatz des dynamischen Geometriesystems

Pythagoras in Kérpern

L |
Pythagoras im Handwerk

Themenkreis 3 | | —_—
pythagoreische Zahlentripel H Satz des Pythagoras H Umkehrung des Satzes

in unterschiedlichen Darstellungsformen von Pythagoras
- eine geometrische, algebraische und

sprachliche Entdeckungsreise /
Ziehen von Quadratwu rzem

mit dem Taschenrechner

WTR

Einsatz des wissenschaftlichen Taschenrechners

Quadratwurzel als Begriff

—

eis 2

Flacheninhaltsbestimmung
von Dreiecken, Vierecken,
n-Ecken und Kreis

Aquivalenzumformung

Gleichungen

Zeichnen und Messen von
Winkeln in Figuren
u. a. in spitzwinkligen,
rechtwinkligen und
stumpfwinkligen Dreiecken

Zeichnen und Messen von
Winkeln
| |
Winkelbegriff / Winkelmal3
i 3
Winkelarten
i 3

senkrecht auf

Themenkrejs 1

gleichwertige Terme

Flacheninhaltsbegriff

Terme visualisieren

Zerlegungs- und
Erganzungsprinzip

Variable

Flache

geschlossener Streckenzug

Strecke

11
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Themenkreise

Themenkreise stellen die Zusammenhange zwischen den Themenstrangen her. Sie
lassen die horizontalen Verbindungen der Themenstrange sichtbar werden, fihren
also zur Vernetzung der Sachverhalte. Durch diese Bewusstmachung ist ein
Wechsel in den Darstellungen moglich. Damit wird im Sinne des gemeinsamen

Lernens auch der Aspekt der Differenzierung in den Blick genommen.

Im Ubersichtsplakat sind drei Themenkreise bewusst hervorgehoben. Sie
verdeutlichen den engen Zusammenhang zwischen Themen der Algebra und der

Geometrie.

Dazu einige Beispiele:

e Die Lange von offenen und geschlossenen Streckenziigen lasst sich durch
Summenterme beschreiben.

e Das Produkt zweier Variablen lasst sich als Flacheninhalt eines Rechtecks
visualisieren.

e Parkettierung von Rechtecken fuhrt zu der Erkenntnis, dass sich deren GrolR3e
Uber die Anzahl der Messquadrate in einer Reihe multipliziert mit der Anzahl
der Reihen bestimmen l&sst.

e Parkettierung im Zusammenhang mit dem Zerlegungs- und Ergdnzungsprinzip
ermdglicht, erganzt durch die sprachliche Erlauterung, ein Verstehen der
algebraischen Beschreibungen (Terme, Themenkreis 2).

e Deutlich wird der Perspektivwechsel zwischen der algebraischen und der
geometrischen Darstellung ebenfalls im Themenkreis 3. Lasst sich aus drei
Strecken ein rechtwinkliges Dreieck erzeugen, so bilden die ganzzahligen
Mafl3zahlen der Seitenlangen ein pythagoreisches Zahlentripel. MalR3zahlen,
die Dezimalzahlen sind, ermdglichen ebenfalls einen Nachweis auf
Rechtwinkligkeit. Bei der Untersuchung auf Rechtwinkligkeit kommt die
Bedeutung des grinen Themenstrangs, insbesondere durch die

Berucksichtigung der Winkelarten zum Tragen.

Bei der Umkehrung geht es um die algebraische Untersuchung von Zahlentripeln, die
nur dann ein rechtwinkliges Dreieck erzeugen, wenn es sich um pythagoreische
Zahlentripel handelt, also wenn fur das Tripel (x,y,z) die Gleichung x? + y? = z2 gilt.

12
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In den Fachanforderungen findet sich weiterhin unter dem Punkt 1.4 ,Didaktische
Leitlinien des Faches Mathematik in der Sekundarstufe |“ der Begriff

der Lernumgebungen.

Lernumgebungen sind Aufgabenformate, die einen konkreten Lernprozess
sinnstiftend (inner- wie aul3ermathematisch) initiieren. Sie sind so gewahlt, dass sie
fur die Lernenden auf allen Anforderungsebenen geeignete Zugange eroffnen.
Schulerinnen und Schiler bestimmen dabei individuell ihre Vorgehensweise in der
Bearbeitung und bewegen sich so auf eigenen Lern- und Losungswegen. Dies
ermoglicht der Lehrkraft in der Beobachtung und Begleitung des Prozesses eine

gezielte Forderung.

13
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Der Satz des Pythagoras — ein Beispiel fir gemeinsames Lernen
Hieran anknupfend soll im folgenden Beispiel zum Satz des Pythagoras das

gemeinsame Lernen im Mittelpunkt stehen.

Notwendig ist es, die Schilerinnen und Schuler in die Auseinandersetzung mit
Lernumgebungen zu schicken. Dabei soll — so haufig wie moglich — das

.entdeckende Lernen” im Vordergrund stehen.

Die Prozesskontexte (Erfinden/Entdecken, Prifen/Beweisen, Vernetzen/Anwenden,
Uberzeugen/Darstellen, siehe Prozesskontexte, Timo Leuders) werden von der
Lehrkraft bewusst initiiert, um allen Lernenden den Erwerb prozessbezogener

Kompetenzen zu erméglichen.

Das folgende Aufgabenformat (als Arbeitsbogen verfugbar) erfillt diese
Anforderungen. Alle Lernenden einer sehr heterogenen Lerngruppe konnen, mit
Ruckgriff auf Erfahrungen zur Ermittlung des Flacheninhalts, diese Aufgabe

bewaltigen.

Bestimme die Grol3e der Flacheninhalte A1, A2 und As.

Trage die Ergebnisse in die nachfolgende Liste ein.

=

/N

iecl ireiecl
Grofde des Winkels Alpha:
GroRRe der Flache Ax:

14
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GroRRe der Flache Az
GrofRRe der Flache As:

Betrachte die Grofe der Flacheninhalte und stelle einen Zusammenhang her.

Der Operator ,Bestimme® wurde im Arbeitsauftrag bewusst gewahlt, weil er
verschiedene Vorgehensweisen zulasst und die Dokumentation des Lésungsweges
beinhaltet. Damit wird eine Verschriftlichung der gewahlten Vorgehensweise

(Parkettierung mit und ohne Raster, Messen, Flacheninhaltsformel) verlangt.

In dieser Phase steht das Erfinden/ Entdecken im Vordergrund. Die Aufgabe ist leicht
zuganglich, da sie auf erworbenen Grundvorstellungen vorangegangener

Jahrgangsstufen aufbaut.

Ziel der Erarbeitung ist, dass die Aussage A1 + A2 = As fiir das vorgegebene Dreieck

gilt.

In der sich anschlielenden Partnerarbeit, geht es um die Frage: Gilt die Aussage A1
+ A2 = As fur jedes Dreieck? Diese Forscherfrage stellt eine Herausforderung dar.

Sie fuhrt hinsichtlich der Prozesskontexte zur Phase des Uberprifens.

Zur Beantwortung dieser Frage bieten sich folgenden Aufgabenstellungen fiir die drei
Anforderungsebenen an. Die Ergebnisdokumentationen finden tbereinstimmend fur
alle Anforderungsebenen in einer Tabelle statt. (Die Arbeitsbégen sind im IQSH-
Facherportal verfugbar: http://faecher.lernnetz.de/faecherportal/
index.php?key=2&wahl=10217&auswahl=39)

Aufgabenstellung fiir die Anforderungsebene des MSA:

Zeichne vier weitere Dreiecke mit den dazugehdrigen Quadraten tber den Seiten.

Verandere dazu die Grol3e des Winkels Alpha.

15
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Die Anforderungsebene des MSA ergibt sich dadurch, dass die Lernenden
selbststandig, mehr oder weniger gezielt, ihre Dreiecke auswéhlen missen. Dabei

verandern sie bewusst den anfanglichen 90° grol3en Winkel.

Das Variieren der WinkelgroR3e fuhrt zu der Erkenntnis, dass die Aussage nicht

allgemein gdltig ist.

Es entsteht dadurch eine Bewusstheit dartiber, dass ein rechtwinkliges Dreieck

vorliegen muss, wenn gilt A1 + A2 = As.

Dem Prinzip des gemeinsamen Lernens, d. h. dem Beachten der verschiedenen
Anforderungsebenen, wird durch die MalRnahmen entsprochen, alternative
Aufgabenformate anzubieten:

Differenzierung nach oben (Anforderungsebene des UOS):

Zeichne vier weitere Dreiecke in dein Heft mit den dazugehdrigen Quadraten tber
den Dreieckseiten. Berticksichtige fur die Grol3e des Winkels Alpha die

verschiedenen Winkelarten.

In diesem Fall ist ein gezielter Umgang mit Vorwissen zu den Winkelarten

erforderlich.

Die folgende Liste dient der Ergebnisdokumentation fur die Anforderungsebenen des
MSA und des UOS:

1. Dreieck (Ausgangsdreieck)
GroRRe des Winkels Alpha:
GroRe der Flache Ax:

Grole der Flache Az:

GroRe der Flache A1 + Az:
Gro6le der Flache As:

16
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2. Dreieck

Grol3e des Winkels Alpha:

GroRRe der Flache Aax:

GroRRe der Flache Az:

GroRRe der Flache A1 + Az;
GrofRe der Flache As:

3. Dreieck

GroRRe des Winkels Alpha:
GroRe der Flache Ax:
Grole der Flache Az:
GroRe der Flache A1 + Az:
Grol3e der Flache As:

4. Dreieck

GroRRe des Winkels Alpha:
Grole der Flache Aux:
GrolRe der Flache Az:
Grol3e der Flache A1 + Az:
GrolRe der Flache As:

5. Dreieck

Grol3e des Winkels Alpha:
Grole der Flache Aax:
Grole der Flache Az:
GrolRe der Flache A1 + Az:
GroRRe der Flache As:

Differenzierung nach unten (Anforderungsebene des ESA):

Miss die GrolRe des Winkels Alpha und bestimme die Grol3e der Flacheninhalte der
Quadrate tber den Dreieckseiten. Trage die Ergebnisse in die nachfolgende Liste

ein.

17
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a)

Aq

A5
Az
Az
b)
Az
«a
Ay

Az

c)

A
Ai

As

d) Zeichne die Quadrate Uber den Dreiecksseiten und bestimme ihre Flachenenhalte.

18
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Die Lernenden erhalten hier vier Abbildungen, die ein Arbeiten auf einem
zunehmenden Abstraktionsgrad ermdglichen. Die folgende Liste dient der
Ergebnisdokumentation auf der Anforderungsebene ESA. Sie unterstitzt durch

zusatzliche Spalten das Erkennen des Zusammenhangs:

leck ( reieck’
GroRRe des Winkels Alpha:

Grol3e der Flache A

Grole der Flache A2

Grol3e der Flache As:

< oder = oder >:

GroRe der Flache As:

Dreiecktyp (rechtwinklig, spitzwinklig, stumpfwinklig):

a) Dreieck

Grofde des Winkels Alpha:

Grol3e der Flache Ax:

GroRe der Flache A2

Grole der Flache As:

< oder = oder >:

Grole der Flache As:

Dreiecktyp (rechtwinklig, spitzwinklig, stumpfwinklig):

b) Dreieck

Grol3e des Winkels Alpha:
Grole der Flache Ax:
Grol3e der Flache A2
Grole der Flache As:

< oder = oder >:

19



Leitfaden zu den Fachanforderungen Mathematik Sekundarstufe |

GrofRe der Flache As:
Dreiecktyp (rechtwinklig, spitzwinklig, stumpfwinklig):

c) Dreieck

GroRRe des Winkels Alpha:

Grol3e der Flache Au:

Grole der Flache A2

Grol3e der Flache As:

< oder = oder >:

GroRe der Flache As:

Dreiecktyp (rechtwinklig, spitzwinklig, stumpfwinklig):

d) Dreieck

Grofde des Winkels Alpha:

Grol3e der Flache Ax:

GroRe der Flache A2

Grole der Flache As:

< oder = oder >:

Grole der Flache As:

Dreiecktyp (rechtwinklig, spitzwinklig, stumpfwinklig):

Es findet hier gemeinsames Lernen auf individuellen Wegen statt, d. h. alle arbeiten
an ein und demselben Unterrichtsgegenstand jeweils auf inrer Anforderungsebene.
Die einheitliche Tabelle zur Ergebnisdokumentation fuhrt die Ergebnisse zusammen
und lasst ein gemeinsames Weiterarbeiten zu.

Es wird deutlich, dass die bewusste Nutzung des ,geometrischen Themenstrangs*
fur alle Lernenden sichere Vorerfahrungen schafft, die ein gemeinsames Lernen auf

unterschiedlichen Anforderungsebenen ermdéglicht.

Formuliere die Zusammenhénge, die du erkannt hast,

in vollsténdigen Satzen.
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Die Verschriftlichung der Erkenntnisse fuhrt zu einer Entschleunigung, erzwingt die
Bewusstmachung der einzelnen Elemente des Arbeitsprozesses, ermoglicht ein
mathematisches Kommunizieren und Argumentieren. Die Lehrkraft erhalt
differenzierte Informationen und damit Einblick in den Lernstand der einzelnen

Lernenden, um darauf individuell reagieren zu kénnen.

Ergebnisse aus der Plenumsphase kénnten sein:

Ich stelle fest:
e Wenn das Dreieck spitzwinklig ist (Alpha < 90°), dann ist der Flacheninhalt
von A1 + Az gro3er als der Flacheninhalt von As.
e Wenn das Dreieck stumpfwinklig ist (Alpha > 90°), dann ist der Flacheninhalt
von A1 + Az kleiner als der Flacheninhalt von As.
e Wenn das Dreieck rechtwinklig ist (Alpha = 90°), dann ist der Flacheninhalt

von A1 + Az gleich dem Flacheninhalt von As.
In der Weiterarbeit findet nun die Fokussierung auf die Beziehung der Flacheninhalte
der Quadrate tber den Seiten im rechtwinkligen Dreieck statt. Es geht darum, diese

auf Allgemeingultigkeit zu untersuchen bzw. nachzuweisen.

Die unterschiedliche Vorgehensweise auf den verschiedenen Anforderungsebenen

wird im Folgenden dokumentiert.

Auf Anforderungsebene des ESA erfolgt dieser Nachweis exemplarisch.

Zeichne folgende Dreiecke:

a=3cm,b=4cm,c=5cm
a=10cm,b=6cm, c=8cm
a=12cm,b=13cm,c=5cm

a=12cm,b=9cm,c=15cm
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Uberpriife: Der Flacheninhalt des gréRten Quadrats ist genau so groR3 wie der

Flacheninhalt der beiden kleineren Quadrate zusammen.

Anforderungsebene des MSA:

Die Lernenden begrinden die Allgemeingdltigkeit des Satzes des Pythagoras im
rechtwinkligen Dreieck mit einem Plausibilitatsbeweis.

Dieses sollte ohne Verwendung mathematischer Symbolik aktiv handelnd (enaktiv)
durchgeftihrt werden.

Die Lernenden erhalten folgendes Material. Sie arbeiten mit diesem Material zuerst

allein, anschliel3end wird kooperiert.

NN AN
NN

Schneide die Dreiecke auf dem zweiten Arbeitsblatt aus. Lege jeweils vier Dreiecke

in jedes vorgegebene Quadrat.

Dabei sollen in beiden Quadraten zusammen drei neue kleinere Quadrate sichtbar
werden. Beschrifte diese mit A1, A2 und As. Finde einen Zusammenhang zwischen
Az, A2 und As.

A

Az
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Die Interpretation der Lésung erzwingt ein zweischrittiges Vorgehen:
1. A1+A2=As3 (Der ,Rest” in jedem grol3en Quadrat besteht aus vier

rechtwinkligen Dreiecken.)
2. Die Seitenlangen der drei Quadrate A1, A2 und Az entsprechen den
Seitenlangen des rechtwinkligen Dreiecks. (Dies sollte sichtbar gemacht

werden.)

Um die Zusammenhange zwischen den Seitenlangen der Quadrate mit den Langen
der Dreieckseiten entdecken zu kénnen, gibt die Lehrkraft bei Bedarf Impulse nach

dem Prinzip der minimalen Hilfe.

Anforderungsebene des UOS:

1. Zeichne ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck und benenne die Seiten.
Zeichne das Quadrat Uber der l&ngsten Seite.
3. Zeichne das rechtwinklige Dreieck jetzt Gber jeder Quadratseite.

(1)/\ (2) (3)

Bestimme den Flacheninhalt des aul3eren Quadrats.
Bestimme den Flacheninhalt der Dreiecksflachen.

Bestimme den Flacheninhalt des inneren Quadrats.

y X
X+y

X+y

X+

X+y
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AuReres Quadrat:

(X+y)2=x2+2xy +y2(4.)

Dreiecksflachen:
4 - xyl2 = 2xy (5.)

Inneres Quadrat: a)
(X2 + 2xy +y2) — (2xy)
= X2 + 2Xy + y2 — 2Xy
=x2+y2 (6.)

Inneres Quadrat: b) z2

Zur Bearbeitung der Auftrage 4 bis 6 ist folgende Denkleistung schrittweise zu
erbringen:
e Die Bezeichnungen miussen durchgangig ergénzt werden, wo die jeweiligen
Seitenlangen sich wiederholen.
e Aufstellen der Terme zur Berechnung der Flacheninhalte des auf3eren und
des inneren Quadrats.
e Umformung des Produktterms in einen Summenterm
(1. Binomische Formel)
e Bestimmen des Flacheninhalts der vier rechtwinkligen Dreiecke (2-er
Rechtecke).
e Erkennen, dass gilt: x2 + y2 = z2
e Ubertragen der Erkenntnis auf das Ausgangsdreieck durch Erganzen der

Quadrate tber den entsprechenden Seiten.

Auf allen drei Anforderungsebenen bietet sich das Arbeiten nach dem Ich-Du-Wir-
Prinzip an, d. h. die Lernenden setzen sich zuerst individuell mit dem Arbeitsauftrag
auseinander (Ich), stellen in der anschlieRenden Partnerarbeit ihre Uberlegungen vor
und tauschen sich diesbezuglich aus (Du). In der nachsten Phase prasentieren die
Lernenden im Plenum (Wir) ihre Vorgehensweisen auf den drei
Anforderungsebenen. Dabei ist mit der Anforderungsebene ESA zu beginnen.
(Prozesskontext: Uberzeugen/Darstellen)
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Erst nach der Prasentation erfolgt die Begriffszuweisung Hypotenuse (langste Seite,

liegt dem rechten Winkel gegeniiber) und Katheten (die beiden Katheten schliel3en

den rechten Winkel ein) im rechtwinkligen Dreieck.

Besonderer Wert ist auf eine auf die Anforderungsebenen zugeschnittene

eigenstandige Versprachlichung zu legen.

Der folgende Lickentext kann Grundlage fur das Formulieren auf

Anforderungsebene ESA und MSA sein:

Injedem .................. Dreieck haben die .................. uberden .................. zusammen

Anforderungsebene des ESA:

Setze die folgenden Begriffe an der passenden Stelle ein: Quadrat, Quadrate,

denselben, rechtwinkligen, Katheten.

Anforderungsebene des MSA:

Wabhle die geeigneten Begriffe aus und setze sie an den passenden Stellen ein:

Katheten, gleichschenkligen, stumpfwinkligen, denselben, Dreiecke, Quadrate,

Quadrat, spitzwinkligen, Hypotenuse, rechtwinkligen, groRRer, kleiner, Dreieck.

Auf der Anforderungsebene des UOS entwickeln die Lernenden eine freie

Formulierung zum Satz des Pythagoras.
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Im weiteren Verlauf ist auf eine beliebige Beschriftung im rechtwinkligen Dreieck
Wert zu legen, um Schilerinnen und Schulern ein verstehensorientiertes Arbeiten zu

ermdglichen.

Eine VerknUpfung mit der historischen Person Pythagoras gibt dem Satz ein
,Gesicht".
Nun haben die Lernenden erfahren, dass der Satz des Pythagoras ausschlief3lich fur

rechtwinklige Dreiecke gilt.

Seine Umkehrung ermdglicht die Uberpriifung auf Rechtwinkligkeit. Eine
hinreichende Bedingung hierfir stellen die pythagoreischen Zahlentripel dar:

MalRzahl der 1. Kathete: 3
MalRzahl der 2. Kathete: 4
Mal3zahl der Hypotenuse: 5

Summe der MalRzahlen: 12

Malzahl der 1. Kathete: 6
Malzahl der 2. Kathete: 8
Maf3zahl der Hypotenuse: 10
Summe der Mal3zahlen: 24

MalRzahl der 1. Kathete: 9
MafRzahl der 2. Kathete: 12
Mafl3zahl der Hypotenuse: 15

Summe der MalRzahlen: 36

MalRzahl der 1. Kathete: 5
MalRzahl der 2. Kathete: 12
Maf3zahl der Hypotenuse: 13

Summe der Mal3zahlen: 30

MalRzahl der 1. Kathete: 10
MaRzahl der 2. Kathete: 24
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Maf3zahl der Hypotenuse: 26
Summe der Mal3zahlen: 60

Erkundungsauftrag:

Erzeuge aus der Gliederkette ein Dreieck, fur das gilt: Der Flacheninhalt des
Quadrats Uber der langsten Seite hat den gleichen Flacheninhalt wie die Summe der

Flacheninhalte der Quadrate Uber den beiden anderen Seiten.

Die Lernenden erhalten eine Gliederkette aus Buroklammern. Die Anzahl der
Kettenglieder entspricht der Summe eines pythagoreischen Zahlentripels, die erhdht
wird um drei weitere Kettenglieder zum Festhalten und Spannen.

Je nach Abstraktionsvermogen agieren die Gruppen durch ungerichtetes bzw.
systematisches Probieren. Sowohl ein arithmetischer als auch ein geometrischer

Annaherungsprozess (oder Kombination von beidem) kann dabei zielfiihrend sein.

Ein erhebliches Differenzierungspotential hinsichtlich der Anforderungsebenen ergibt
sich aus der Gesamtzahl der Kettenglieder, die die Anzahl der Kombinationsbreite

bestimmt.

Die Einsicht, dass ausschlie3lich rechtwinklige Dreiecke die Forderung des
Arbeitsauftrags erfilllen, kann auf der enaktiven, ikonischen (Kettensituation wird auf
Papier Ubertragen) und symbolischen Ebene (algebraische Betrachtungsweise)

gewonnen werden (E-I-S-Prinzip / Wechsel der Darstellungsebenen).
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Das Kettenmaterial kann auch, um allen Anforderungsebenen gerecht zu werden, in

folgenden Varianten eingesetzt werden.

Erzeugt mit dem Material rechtwinklige Dreiecke.
Haltet die Anzahl der Kettenglieder der einzelnen Seiten in der vorgegebenen Liste

fest.

Dazu bendétigen die Gruppen geschlossene Ketten aus Bluroklammern.

1. Mdglichkeit:

Die Anzahl der Kettenglieder fur die Hypotenuse wird durch Einfligen zweier
andersfarbiger Buroklammern festgelegt. Die Anzahl der Summe der Kettenglieder
fur die beiden Katheten ist um 1 erhéht. Dieses zusatzliche Kettenglied wird zum
Festhalten und Spannen bendtigt (vgl. Bild). Die Lernenden mussen das zuséatzliche
Kettenglied an geeigneter Stelle herausziehen, so dass ein rechtwinkliges Dreieck
entsteht und die Anzahl der Kettenglieder fur die Katheten ermittelt werden kann. Die

so bestimmten Werte werden in der Tabelle festgehalten.

2. Moglichkeit:
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Die Anzahl der Kettenglieder fur eine Kathete wird durch Einfigen zweier
andersfarbiger Buroklammern festgelegt. Die Anzahl der Summe der Kettenglieder
fur die Hypotenuse und die andere Kathete ist um 1 erhoht. Dieses zusatzliche
Kettenglied wird zum Festhalten und Spannen bendétigt. (vgl. Bild) Die Lernenden
missen das zusatzliche Kettenglied an geeigneter Stelle herausziehen, so dass ein
rechtwinkliges Dreieck entsteht und die Anzahl der Kettenglieder fiir die zweite
Kathete und die Hypotenuse ermittelt werden kann. Die so bestimmten Werte

werden in der Liste festgehalten.

Anzahl der Kettenglieder fur die 1. Seite:
Anzahl der Kettenglieder fur die 2. Seite:
Anzahl der Kettenglieder fur die langste Seite: 5

Gesamtanzahl der Kettenglieder: 12

Anzahl der Kettenglieder fir die 1. Seite:
Anzahl der Kettenglieder fur die 2. Seite: 8
Anzahl der Kettenglieder fir die langste Seite:

Gesamtanzahl der Kettenglieder: 24

Anzahl der Kettenglieder fur die 1. Seite:
Anzahl der Kettenglieder fur die 2. Seite:
Anzahl der Kettenglieder fur die langste Seite: 15

Gesamtanzahl der Kettenglieder: 36

Anzahl der Kettenglieder fur die 1. Seite:
Anzahl der Kettenglieder fur die 2. Seite: 12
Anzahl der Kettenglieder fur die lAngste Seite:

Gesamtanzahl der Kettenglieder: 30

Anzahl der Kettenglieder fur die 1. Seite:
Anzahl der Kettenglieder fur die 2. Seite:
Anzahl der Kettenglieder fur die langste Seite:

Gesamtanzahl der Kettenglieder:
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Zur Steuerung des Unterrichtsprozesses ist es sinnvoll, die verschiedenen

Blroklammerketten gezielt auszuteilen.

Diese Arbeitsweise ermdglicht den Lernenden die Einsicht, dass allein die
gegebenen Seitenldngen als Grundlage ausreichen, um zu Uberprifen, ob ein

Dreieck rechtwinklig ist. Eine Konstruktion ist nicht erforderlich.
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Aufgabenbeispiele zum Vernetzen und Anwenden

Im Folgenden wird der Prozesskontext ,Anwenden und Vernetzen® durch vielfaltige
Aufgabenbeispiele veranschaulicht. Einen Schwerpunkt bilden dabei die
adressatenbezogenen Arbeitsauftrage unter besonderer Beriicksichtigung der

Anforderungsebenen.

Aufgabe 1:

16 m

20 m

Bestimme die Lange der Seite x.

Der Operator ,Bestimme® erzwingt die Dokumentation des individuellen
Losungsweges. Dabei muss bei allen Losungswegen vorangestellt werden, dass es

sich um ein rechtwinkliges Dreieck handelt.

Die Aufgabenstellung lasst vielféaltige Vorgehensweisen zu:

Gliederketten als Hilfsmittel

Messen, Nutzen des Mal3stabes

Rickwartsarbeiten mit Einzeichnen der Quadrate tiber den Dreiecksseiten.

Ruckwartsarbeiten ohne Einzeichnen der Quadrate.

a c 0N ke

Aufstellen, ggf. Umstellen einer Gleichung

Auf der Grundlage der Vorkenntnisse wird erstmalig die Lange einer Kathete
bestimmt. Die Lernenden verfiigen hierzu tber kein Losungsschema, d. h. es wird
ein Probleml6seprozess initiiert, der einen flexiblen Umgang mit individuellem

Vorwissen erfordert (Anwenden und Vernetzen).
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Die Aufgabe hat damit so viel diagnostisches Potential, dass die Vorgehensweise der

Lernenden Rickschlisse auf deren Lernstand zulasst.

Aufgabe 2:

4 m

A 13 m B

Bestimme die Lange der Seite x.

Die Vorgehensweisen 1 - 5 aus Aufgabe 1 gelten hier gleichermaf3en. Die
Losungswege fuhren allerdings zu Irritationen, da es sich um ein stumpfwinkliges
Dreieck handelt. Es muss deutlich werden, dass eine Uberpriifung auf

Rechtwinkligkeit vor Nutzung des Satzes des Pythagoras zwingend erforderlich ist.

Grundverstandnis zu Langenberechnungen von Diagonalen in Rechtecken, zu
Flacheninhaltsbestimmungen in gleichschenkligen bzw. gleichseitigen Dreiecken und
in regelmafigen Sechsecken ist notwendig, um darauf im Bereich der Trigonometrie

und Stereometrie aufbauen zu konnen.

Aufgabe 3: Pythagoras im Handwerk

Der Satz des Pythagoras spielt in erster Linie in der Gelandevermessung und im
Bauhandwerk eine Rolle. Die Kenntnis tber die pythagoreischen Tripel wird also in
der beruflichen Praxis bendtigt. Zum Einwinkeln eines rechteckigen Grundsticks
oder Gebaudes nutzt der Fachmann ein Maurerdreieck, dessen Seitenlangen im

Verhaltnis 3:4:5 zueinander stehen.

An diesen Sachverhalt knupft die folgende in einer Filmsequenz dargestellte

Ausgangssituation an:
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Grundkurs Mathermatik - der Satz des Pythagoras im ARD-Bildungskanal a
(http://lwww.br.de/fernsehen/ard-alpha/sendungen/grundkurs-mathematik/grundkurs-
mathematik-rechtwinkliges-dreieck100.html)

Ein Auszubildender sieht sich einer Problemstellung ausgesetzt, die er nur mit dem
Wissen zum Satz des Pythagoras und den dazugehdérigen Zahlentripeln bewaltigen
kann. Wie kann ich den ersten rechten Winkel zum Bau einer Halle mit rechteckiger
Grundflache auf einem ebenen Untergrund erzeugen? (Die Situation kdnnte auf dem

Schulhof/ Sportplatz nachgestellt werden.)

Sinnvoll ist es den Filmausschnitt nach Darstellung der Ausgangssituation
(Problemstellung) zu unterbrechen und die Lernenden kooperativ in einen

Problemldseprozess im Freiland zu schicken.

Dazu miussen Materialien — abhéngig vom Untergrund — zur Verfligung gestellt
werden:

Malbander, Holzpflocke oder Kreide zur Kennzeichnung der Eckpunkte.

Zur Problemldsung ist es notwendig, dass die Lernenden auf ihre Erfahrungen mit
den Kettengliedern aus Buroklammern zu den pythagoreischen Zahlentripeln

zurtuckgreifen.
Die L6sung im Film gibt einerseits Anlass zur Reflexion der eigenen
Vorgehensweise, andererseits erdffnet sie die Mdglichkeit Alltagssprache in die

Fachsprache zu ,Ubersetzen®.

Aufgabe 4: Pythagoras in Figuren

Auf dem Arbeitsbogen siehst du die Darstellung von sechs ebenen Figuren.
Schreibe den Namen jeder Figur auf die Linie unter der Figur.

Fur die Figuren gelten folgende Langenangaben:
a=7cm;b=2cm;s=6cm;e=8cm;f=4cm;x=35cm

Bearbeite die folgenden Auftrage flr mindestens drei der sechs Figuren.
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a) Kennzeichne in den Figuren die rechten Winkel.
b) Schraffiere in jeder Figur ein rechtwinkliges Dreieck.

C) Berechne die Lange der gestrichelten Strecke.

[V Y i ———
[7 R R ———

Die sechs in ihrer Gesamtheit selbstdifferenzierenden Figuren sind so gewahlt, dass

sie ein Arbeiten auf allen Anforderungsebenen ermdéglichen.
Die Bearbeitung der Auftrage a) und b) dienen der kognitiven Untersttitzung
hinsichtlich der Bewaltigung des Arbeitsauftrags c). Gegebenenfalls tragt auch eine

farbige Kennzeichnung der Hypotenuse zum Verstehensprozess bei.

Bei Rechteck und Quadrat handelt es sich um Grundaufgaben. Das bedeutet, dass

sowohl der Anfangszustand wie auch der Lésungsweg bekannt sind.

Die Berechnung der Hohen in beiden Dreiecken erfordert einen flexiblen Umgang mit

dem Satz des Pythagoras, da die Lange einer Kathete zu berechnen ist.
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Die Berechnung der Seitenlange der Raute erfordert eine mehrschrittige
Vorgehensweise, zeigt das vernetzte Denken zwischen den Leitideen ,Raum und
Form“ sowie ,Messen® auf:

e e undfgeben die Langen der Diagonalen der Raute an,

e e und f stehen senkrecht auf einander,

e e und f halbieren einander,

e durch das Einzeichnen der Strecken e und f entstehen vier rechtwinklige

Dreiecke,
e v gibt die Lange der Hypotenuse an, die zu berechnen ist

e ¢/2 und f/2 sind die Langen der Katheten.

Die Berechnung der Streckenldnge im regelméaRigen Sechseck ist der

Anforderungsebene des UOS zuzuweisen.

Begrundung:

e Im regelmafigen Sechseck sind alle Seiten gleich lang.

e Komplexitat der Form, die aus sechs regelmalfigen gleichseitigen Dreiecken
zusammengesetzt ist (Zerlegungsaspekt)

e Die gestrichelte Mittellinie muss als zweifache Hohe eines der gleichseitigen
Dreiecke identifiziert werden.

e Die halbe Lange der Mittellinie bildet die Kathete eines rechtwinkligen
Dreiecks.

e Die zweite Kathete hat die Lange x/2.

Besonders deutlich wird hier, dass alle Lernenden an einer Aufgabe arbeiten,

allerdings jeweils auf ihrer Anforderungsebene, also gemeinsames Lernen praktiziert

wird.

Aufgabe 5: Pythagoras in Kérpern

Die Anwendung des Satzes des Pythagoras auf Korper setzt ein flexibles Agieren mit

diesem Satz in Figuren voraus (vgl. Aufgabe 4).

Fur die folgende Auseinandersetzung bendétigen die Lernenden pro Gruppe

folgendes Material:
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Schuhkarton ohne Deckel, Trinkhalm (1 m lang), Schere, Tonpapier, Tesafilm,

Gliedermaf3stab.

Arbeitsauftrag 1

Findet den langsten Trinkhalm, der in euren Schuhkarton passt. Dabei darf der

Trinkhalm nicht gebogen werden.

Arbeitsauftrag 2

Schatzt die Lange des gefundenen Trinkhalms. Beschreibt, wie ihr zu eurem
Schéatzwert gekommen seid.

Tippkarte: Messt eine geeignete Kantenlange des Schuhkartons.

Arbeitsauftrag 3

Uberpriift eure Schatzung durch eine Rechnung.

Die Offenheit des Arbeitsauftrages 1 erméglicht ein Erforschen und Entdecken auf
der enaktiven Ebene. Experimentell wird eine Raumdiagonale als langste Strecke

erkannt.

Mit dem Arbeitsauftrag 2 wird die notwendige Zweischrittigkeit angebahnt. Dartber
hinaus erfolgt Gber die Verschriftlichung eine Entschleunigung und erzwingt eine
Bewusstmachung der Vorgehensweise durch kooperative und kommunikative

Prozesse.
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Durch Arbeitsauftrag 3 initiierte Losungswege werden in der sich anschlieRenden

Plenumsphase prasentiert und strukturiert.

Der erganzende Arbeitsauftrag ,Nutzt das Tonpapier

(2 Farben: Dreieck zur Bestimmung der Grundflachendiagonale und Dreieck zur
Bestimmung der Raumdiagonale), um euren Rechenweg im Schuhkarton sichtbar zu
machen. fuhrt von der symbolischen auf die enaktive Ebene. So wird der

Rechenweg in seiner Zweischrittigkeit sichtbar und begreifbar.

Wahrend im ersten Schritt die Grundflachendiagonale die Hypotenuse bildet, muss

im zweiten Schritt der Vorstellungswechsel hin zur Kathete erfolgen.

Die folgenden Vorschlage zur Untersuchung von Abhangigkeiten richten sich

ausschlieRlich an die Anforderungsebenen des MSA und des UOS.

Wabhle dir die Kantenlangen eines Quaders.

Berechne die langste Flachendiagonale.

Die langste Kante des Quaders wird verdoppelt.

Untersuche, ob sich so auch die langste Flachendiagonale verdoppelt. Stelle
zunachst eine begrindete Vermutung auf.

Untersuche, ob sich die LAnge der Raumdiagonalen verdoppelt. Stelle zunachst eine

begriundete Vermutung auf.

Diese Aufgabe kann auch mit anderen Vielfachen der gewéhlten Kantenl&angen

sowie ausschlieRlich mit Variablen bearbeitet werden.

Untersuche, ob die Summe der Flacheninhalte der Halbkreise tUber den Katheten

eines rechtwinkligen Dreiecks genau so grol3 ist wie der Flacheninhalt des
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Halbkreises Uber der Hypotenuse.
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Anregungen fur Leistungsaufgaben zur Unterrichtseinheit 'Pythagoras’

Die folgende Matrix zeigt einen Uberblick des Outputs, der sich durch die
Unterrichtseinheit Pythagoras ergeben kann. Dabei wird jeweils der gleiche
Sachverhalt fur die drei Anforderungsebenen variiert. Die hier exemplarisch
dargestellten Leistungsaufgaben sind geeignet, der Forderung des gemeinsamen

Lernens im Rahmen der Klassenarbeit zu entsprechen.

Das setzt immer voraus, dass sich die Lernsituationen (Beriicksichtigung der
Prozesskontexte, damit vielfaltige kognitive Aktivierung, ausgel6st z. B. durch das
E-I-S-Prinzip sowie kooperative Lernformen) in den Leistungsaufgaben
widerspiegeln. Daraus wird deutlich, dass Lern- und Leistungssituation bei der
Planung von kompetenzorientiertem Mathematikunterricht in direkter Abhangigkeit

stehen.

Anforderungsbereich I: Reproduzieren

Anforderungsebene ESA:
e Die Katheten in einem rechtwinkligen Dreieck sind 8 cm und 15 cm lang.

Berechne die Lange der Hypotenuse.

e Zeige durch eine Rechnung, dass das Dreieck mit den Seitenldngen 12 cm,

13 cm und 5 cm rechtwinklig ist.

Anforderungsebene MSA:
e Gegeben ist die Lange der Kathete mit 10 cm und die Lange der Hypotenuse
mit 26 cm. Berechne die Lange der anderen Kathete.
e (Gegeben sind die Seitenlangen eines Rechtecks mit 3 cm und 4 cm.

Berechne die Lange der Diagonalen des Rechtecks.
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Anforderungsebene UOS:
e Gegeben ist die Lange einer Kathete mit 6 cm und die Lange der Hypotenuse

mit 14 cm. Berechne die Lange der dritten Seite.

Anforderungsebene ESA:
Zu dieser Aufgabenstellung wurde kein Pendant fiir die Anforderungsebene des ESA
formuliert.
Anforderungsebene MSA:
e Berechne die Lange x der Flachendiagonalen und die Lange y der

Raumdiagonalen im gegebene Quader.

-
-

-
-

3cm N

4 cm
Anforderungsebene UOS:
Zu dieser Aufgabenstellung wurde kein Pendant fiir die Anforderungsebene des UOS

formuliert.

Anforderungsebene ESA:
e Injedem ... Dreieck haben die ... Uber den ... zusammen... Flacheninhalt wie
das ... Uber der Hypotenuse.
Setze die folgenden Begriffe in den Lickentext ein: Quadrat, Quadrate,
denselben, rechtwinkligen, Katheten.
Anforderungsebene MSA:
e Injedem ... Dreieck haben die ... Uber den ... zusammen... Flacheninhalt wie
das ... uber der Hypotenuse.
Wahle die geeigneten Begriffe aus und setze sie an den passenden Stellen
ein: Katheten, gleichschenkligen, stumpfwinkligen, denselben, Dreiecke,
Quadrate, Quadrat, spitzwinkligen, Hypotenuse, rechtwinkligen, groR3er,
kleiner, Dreieck.
Anforderungsebene UOS:
e Formuliere den Satz des Pythagoras mit eigenen Worten.
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Anforderungsbereich II: Herstellen von Zusammenhéangen

Anforderungsebene ESA:
e Gegeben ist die Lange der einen Kathete mit 6 cm und die Lange der
Hypotenuse mit 14 cm. Berechne die Lange der anderen Kathete.
Anforderungsebene MSA:
e Zeichne einen rechten Winkel. Erganze den rechten Winkel zu einem
rechtwinkligen Dreieck. Die Hypotenuse des Dreiecks soll eine Lange von
10 cm haben. Die Lange einer Kathete betragt 8 cm.
Anforderungsebene UOS:
e Ergénze einen rechten Winkel zu einem rechtwinkligen Dreieck. Die

Hypotenuse des Dreiecks soll eine Lange von 10 cm haben.

Anforderungsebene ESA:
e Gegeben sind die Seitenlangen eines Rechtecks mit 3 cm und 4 cm.
Berechne die Lange der Diagonalen.

Anforderungsebene MSA:

¢ Bestimme Umfang und Flacheninhalt der abgebildeten Figur.
80 cm

60 cm
80 cm

@

C 60 cm
Anforderungsebene UOS:

e Zahlentripel beschreiben die Seitenlangen von Dreiecken.
a) (26|24 |10)
b) (28|24 | 10)
c) (241]24]10)
Entscheide jeweils, ob es sich bei den Dreiecken um ein spitz-, stumpf- oder
rechtwinkliges Dreieck handelt.
Begrunde deine Entscheidung.
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Anforderungsebene ESA:
e Berechne die Lange x der Flachendiagonalen und die L&nge y der
Raumdiagonalen im abgebildeten Quader.

3cm

4 cm

Anforderungsebene MSA:

Zu dieser Aufgabenstellung wurde kein Pendant fur die Anforderungsebene des MSA

formuliert.

Anforderungsebene UOS:

Zu dieser Aufgabenstellung wurde kein Pendant firr die Anforderungsebene des UOS

formuliert.

Anforderungsebene ESA:
e Erganze den folgenden Satz: Der Satz des Pythagoras gilt, wenn ...

Mogliche Lésungen:

1. das Dreieck rechtwinklig ist,

2. der Flacheninhalt der Kathetenquadrate genau so grol3 ist wie der
Flacheninhalt des Hypotenusenquadrats.

Anforderungsebene MSA:
e Ein Dreieck hat die Seitenlangen a, b und c. Fur das Dreieck gilt

az = b2 + c.

Zeichne ein dazu passendes Dreieck

Anforderungsebene UOS:

Anforderungsebene ESA:
e Der abgebildete Wiirfel hat eine Kantenlange von 6 cm.

Bestimme die Lange der Strecke CD.

Zeichne ein Dreieck mit den Seitenlangen a, b und c, in dem gilt a2 = b2 + co.
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Anforderungsebene MSA:
e Der abgebildete Wiirfel hat eine Kantenlange von 6 cm.

Bestimme die Lange der Strecke CD.
D,

|

|

|

|

|

I

|

|

y RN TI V.
/
/7

/
7/

Anforderungsebene UOS:
e Der abgebildete Wiirfel hat eine Kantenlange von 6 cm.

Bestimme die Lange der Strecke CD.

Anforderungsbereich Ill: Verallgemeinern/Reflektieren

Anforderungsebene ESA:
e Prife, ob sich der Satz des Pythagoras auf Halbkreise Uber den Seiten

Ubertragen lasst.
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m
w

Anforderungsebene MSA:

e Weise nach, dass sich der Satz des Pythagoras auf Halbkreise Uber den

Seiten eines Dreiecks ubertragen lasst.
N
\i/

Anforderungsebene UOS:

e Weise nach, dass sich der Satz des Pythagoras auf Halbkreise Gber den

Seiten eines Dreiecks ubertragen lasst.

e Uberpriife, ob der Satz des Pythagoras auch immer dann gilt, wenn du die

Quadrate uber den Seiten durch gleichseitige Dreiecke ersetzt.
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2 Anforderungsebenen und Anforderungsbereiche

Allgemeines

Die Fachanforderungen Mathematik unterscheiden drei Anforderungsebenen. Diese
Anforderungsebenen sind dem Ersten allgemeinbildenden Schulabschluss (ESA),
dem Mittleren Schulabschluss (MSA) bzw. dem Ubergang in die Oberstufe (UOS)
zugeordnet. Innerhalb jeder der Anforderungsebenen werden — entsprechend der
Vorgabe der Bildungsstandards — drei Anforderungsbereiche ausgewiesen. Die
Anforderungsbereiche lassen sich durch Reproduzieren (Anforderungsbereich 1),
durch Herstellen von Zusammenhangen (Anforderungsbereich Il) bzw. durch
Verallgemeinern und Reflektieren (Anforderungsbereich Ill) beschreiben.
Anforderungsebenen und Anforderungsbereiche lassen sich somit gemal einer

3-mal-3-Matrix kombinieren:

Anforderungsbereich |
Anforderungsebene ESA:
Anforderungsebene MSA:
Anforderungsebene UOS:

Anforderungsbereich Il
Anforderungsebene ESA:
Anforderungsebene MSA:
Anforderungsebene UOS:

Anforderungsbereich lli
Anforderungsebene ESA:
Anforderungsebene MSA:
Anforderungsebene UOS:

Auf allen Anforderungsebenen missen zwingend alle drei Anforderungsbereiche
bedient werden. Eine Fehlinterpretation ware es also beispielsweise, auf der
Anforderungsebene ESA das Herstellen von Zusammenhangen oder das

Verallgemeinern und Reflektieren zu vernachlassigen.
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Im Folgenden werden auf Grundlage einer einfachen innermathematischen Situation
Beispiele aufgezeigt, wie Aufgaben abgeleitet werden kénnen, welche die oben
definierte 3-mal-3-Matrix fullen. Dabei sind die Grenzen sowohl zwischen den
Anforderungsebenen als auch zwischen den Anforderungsbereichen als flie3end
anzusehen. Und selbstverstandlich dirfen sich Schilerinnen und Schiler, die sich
gewohnlich auf der grundlegenden Anforderungsebene bewegen, auch an Aufgaben
einer htheren Ebene messen — umgekehrt kénnen Aufgaben einer niedrigeren
Ebene zusatzliches Ubungsmaterial fiir Schiilerinnen und Schiiler darstellen, die sich

gewohnlich auf der mittleren oder der hohen Anforderungsebene bewegen.

Aufgabengrundlage
Die Randfelder von Quadraten werden mit Plattchen belegt. Dabei steht n fur die

Anzahl der Felder einer Quadratseite:

0e0DO

000 o [ |®

oo o o O o

[ J() e o e | ©® e o

LI J 000 0000 00000
n=2 n=3 n=4 n=5

Differenzierte Aufgabenbeispiele

Anforderungsbereich I: Reproduzieren

Anforderungsebene ESA:
e Lege die Plattchenmuster fur die einzelnen Quadrate nach.
(Tipp: Flaschenverschlisse, Miinzen oder Ahnliches verwenden)
e Bestimme flr jedes Quadrat die Anzahl der Plattchen.
(Tipp: Ergebnisse in Tabelle darstellen)
¢ Bestimme die Anzahl der Plattchen fur die Quadrate mit n=6, n=7, n=8.
Anforderungsebene MSA:
e Zeichne die Quadrate mit n=3 bis n=5 ab.
e Bestimme fur jedes Quadrat die Anzahl der Plattchen.
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e Bestimme die Anzahl der Plattchen fur die Quadrate mit n=6, n=7, n=8.
Anforderungsebene UOS:

¢ Bestimme die Anzahl der Plattchen fir die abgebildeten Quadrate.

e Bestimme die Anzahl der Plattchen fur die Quadrate mit n=6, n=10, n=100.

e Beschreibe, wie sich die Quadrate von Schritt zu Schritt weiterentwickeln.

Anforderungsbereich II: Herstellen von Zusammenhéangen

Anforderungsebene ESA:

In einer Schulklasse wurden drei unterschiedliche Terme fir die Anzahl der Plattchen
in einem Quadrat gefunden. Die Terme wurden mit verschiedenen Symbolen
gekennzeichnet:

(@ 4:(n-2)+4 |

(A 4(-1) |

[ 2:n+2:n-2) |

Zwei Schilerinnen und ein Schiiler erklaren, welche Uberlegungen zum Finden eines
der Terme gefihrt haben:

Ali: ,Ich habe zuerst die vier Stlicke in der Mitte jeder Seite genommen. Dann habe
ich die vier Ecken dazugenommen.®

Bea: ,Ich habe von jeder der vier Seiten alle Plattchen bis auf das letzte genommen.
Das letzte ist dann das erste der nachsten Seite.”

Cleo: ,Ich habe zuerst zwei sich gegenuberliegende Seiten genommen. Dann habe

ich mit den beiden Stlicke dazwischen erganzt.”

Die drei Uberlegungen wurden auch grafisch dargestellt:

e Ordne jedem der drei Terme die zugehorige Uberlegung sowie die passende

grafische Darstellung zu.
e Weise rechnerisch nach, dass die drei Terme gleichwertig sind.

(Tipps: Aufldsen der Klammern, Zusammenfassen von Variablen)
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Anforderungsebene MSA:

In einer Schulklasse wurden unterschiedliche Terme fur die Anzahl der Plattchen
gefunden:

T1>4.(n-2)+4

To>4n-4

Ts > 4:(n-1)

Ta 2> n2—(n-2)2

Ts > 4-(n=2 + 2-%5)

Te > 2:n + 2:(n-2)

Einige Vorgehensweisen werden erklart:

Ali: ,Zuerst die vier Stlcke in der Mitte der Seiten; dann die vier Ecken dazu.”

Bea: ,Von jeder Seite alle Plattchen bis auf das letzte; das ist das erste der nachsten
Seite.”

Cleo: ,Zuerst zwei sich gegenuberliegende Seiten; dann die Stiicke dazwischen
dazu.”

Dani: ,Zuerst alle vier Seiten komplett; dann die vier doppelt gezahlten Eckplattchen
weg.”

Eli: ,Die Plattchen aller vier Seiten; aber die Eckplattchen nur halb, weil sie doppelt
zahlen.”

Flo: ,Alle Felder des Quadrats; dann die inneren weg.*

Die Vorgehensweisen wurden dargestellt:

®
@ o (] ®
o Aol o/ Ble
I Qoxaqa
o006 [@eee
(J ® (J (J
o D jo| [o[sFole
o0 00 (XXX

e Ordne Terme, Vorgehensweisen und Grafiken einander passend zu.

e Weise rechnerisch nach, dass die Terme gleichwertig sind.
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Anforderungsebene UOS:
e Gib einen Term fur die Anzahl der Plattchen an; beschreibe deine
Vorgehensweise.
In einer Schulklasse wurden unterschiedliche Terme fur die Anzahl der Plattchen
angegeben. Unter anderem waren es folgende:
T1>4.(n-2)+4
To>4n-4
Tz > 4-(n-1)
Ta 2> n2—(n-2)2
Einige Schilerinnen und Schiler haben ihre Strategien beschrieben:
Cleo: ,Zuerst zwei sich gegenuberliegende Seiten; dann die Sticke dazwischen
dazu."
Dani: ,Zuerst alle vier Seiten komplett; dann die vier doppelt gezahlten Eckplattchen
weg.”
Eli: ,Die Plattchen aller vier Seiten; aber die Eckplattchen nur halb, weil sie doppelt
zahlen."

Flo: "Alle Felder des Quadrats; dann die inneren weg."

AulRerdem wurden einige Strategien grafisch dargestellt:

e Ordne zueinander passende Terme, Vorgehensweise und Grafiken zu.

e Ergéanze fehlende Terme, Beschreibungen und Grafiken.

e Weise rechnerisch nach, dass die Terme gleichwertig sind.

Anforderungsebene ESA:

e Betrachte eine Tabelle fur die Plattchenanzahl fir n=2 bis n=8.

Plattchenanzahl
4e(n—1)=4+(2-1)=4

E(AI\JJ

Beschreibe, wie die Anzahl der Plattchen zunimmt.
e Zeichne ein Diagramm wie in der Abbildung und stelle die Werte aus der

Tabelle darin dar, sodass ein Punktdiagramm entsteht.
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‘ Plattchenanzahl
I

o b» @

n
f

2 34567 8
Beschreibe, wie die Punkte im Diagramm platziert sind.

Ist es sinnvoll, die Punkte im Diagramm zu verbinden, sodass ein

Liniendiagramm entsteht? Begrunde.

Anforderungsebene MSA:

Betrachte eine Tabelle fir die Plattchenanzahl fiir n=2 bis n=10.

Plattchenanzanhl
4e(n—1) = 4+(2-1)=4

EQND

Beschreibe, wie die Anzahl der Platichen zunimmt.

Stelle die Zunahme der Plattchen in einem Punktdiagramm dar.

Beschreibe, wie die Punkte im Diagramm platziert sind.

Gib eine passende Funktionsgleichung der Form f(x) = mx+b an.

Kim hat die Punkte im Diagramm verbunden. Sie sagt: "Fur n=4,5 lese ich ab,
dass ich 14 Plattchen brauche. Wie sieht wohl die dazu passende Figur aus?"

Nimm Stellung zu Kims Uberlegung.

Anforderungsebene UOS:

Gesa sagt: "Der Flacheninhalt von Quadraten steigt quadratisch im Verhaltnis
zur Seitenlange. Deshalb nimmt auch die Anzahl der runden Plattchen
guadratisch zu."

Bewerte Gesas Aussage. Begrinde.

Hugo, Ida und Jan streiten.

Hugo: "Mit dem Term 4-(n—1) kann ich die Anzahl der Plattchen fur n=1
berechnen. Es sind 0 Plattchen."

Ida: "Ohne Plattchen gibt es kein Quadrat. Aul3erdem entsteht ein kleineres
Quadrat, indem beim nachst groReren aus jeder Seitenmitte ein Plattchen
entfernt wird. Bei n=2 gibt es keine mittleren Plattchen, also ist n=1
unmdoglich.”

Jan: "n ist die Anzahl der Plattchen einer Seite. Das Quadrat fur n=1 sieht also
wie folgt aus:"”

o]

Nimm Stellung zu der Diskussion.
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e Stelle die Zunahme der Plattchenanzahl grafisch dar.
e Beweise rechnerisch, dass die Differenz zwischen den Plattchenanzahlen

zweier benachbarter Quadrate immer 4 ist.

Anforderungsbereich Ill: Verallgemeinern und Reflektieren

Anforderungsebene ESA:
e Ubertrage die fiir die Quadratmuster gemachten Uberlegungen und
gewonnenen Erkenntnisse auf Dreiecke. Stelle entsprechende

Untersuchungen an und finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede heraus.

Anforderungsebene MSA:
e Untersuche Abwandlungen der Quadrate, z. B. durch Einfligen von

Diagonalen:

00000

o0 00

e o @

oo o0e

(IO
n=5

o000 00

e Ubertrage die fir die Quadratmuster gemachten Uberlegungen und
gewonnenen Erkenntnisse auf andere Figuren. Stelle entsprechende

Untersuchungen an, finde Gemeinsamkeiten und Unterschiede.

2] ®,-5&6 @ m6 @
C ) 0

cee ooo %ee

e Gib einen allgemeinen Term an, mit dem die Anzahl der Plattchen der n-ten
Figur in einem m-Eck bestimmt werden kann.

e Macht es Sinn, durch Setzen von m=2 bzw. m=1 auch "Zweiecke" bzw.
"Einecke" zu untersuchen? Begriinde.

Anforderungsebene UOS:

e Mia hat in einer Formelsammlung eine Summenformel gefunden:
1+2+3+...+n = ¥2-n:(n+1)
Sie sagt: "Damit kann ich einen Term erstellen, der angibt, wie viele Plattchen

ich fur die ersten n Quadrate insgesamt brauche."
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e Ubertrage die fir die Quadratmuster gemachten Uberlegungen und
gewonnenen Erkenntnisse auf Kantenmodelle von Wirfeln, die mit kleineren

Wirfeln gebildet werden:

s o Ji:

n=2 n=3 n=4
Lea sagt: "Ich nehme einfach einen Term von der Quadrat-Aufgabe, verdopple

ihn und addiere 4-(n—2). Dann habe ich einen Term fur die Anzahl der kleinen

Waurfel im n-ten Kantenmodell."

Erklare Leas Uberlegung.
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3 Aufgaben fur das gemeinsame Lernen

,Offene Lernaufgaben sowie Aufgaben zum intelligenten Uben sind eine gute
Moglichkeit, Schilerinnen und Schiler auf jeder Anforderungsebene differenziert zu
fordern und zu fordern. Diese [verstehensorientierten] Aufgabenformate entsprechen
am besten dem Grundgedanken des gemeinsamen Lernens.“. An welchen

Merkmalen lassen sich geeignete Lernaufgaben erkennen?

Unterrichtsbeispiel Quadratwurzeln

Der Einstieg in das Thema Quadratwurzeln kdnnte beispielsweise so gestaltet
werden, dass die Lehrkraft zunachst lediglich V49 an die Tafel schreibt.
Vorkenntnisse aus der Lerngruppe werden zusammengetragen, ggf. von der

Lehrkraft erganzt und etwa in der hier dargestellten Form notiert.

Quadratwurzeln

V49 liest man ,Wurzel aus 49” oder ,Quadratwurzel aus 49”
V49 =7, weil 7 - 7 = 49 ist.

\ ist die Quadratwurzel, 49 ist der Radikand.

Diese vorlaufige Definition genugt vorerst. Das Gespréach soll kurz gehalten werden
um zugig zur Arbeit mit der eigentlichen Lernaufgabe Gberzugehen. Eine exakte
Definition der Quadratwurzel erfolgt spéater. Nun stellt die Lehrkraft als Einstieg in das

Thema die folgende Aufgabe.

passende Ziffern fiir die Wurzeln
Das Symbol [ steht fiir eine beliebige Ziffer. In die Késtchen kénnen also verschiedene oder auch gleiche Ziffern

eingetragen werden. Finde jeweils passende Ziffern.

a)yO=0 b) yOO =0 c) yOOO = OO d) V1000 = OO0
e) VOO =00 f) V10,00 =0,0 g)VO,00=0,0 B) e
i) Finde mdoglichst viele Lésungen. Wie viele gibt es?

Quelle: Helmut Mallas, IQSH
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Als Bearbeitungszeit sollte man 20 Minuten einplanen. Die Aufgabe ersetzt eine

halbe Lehrbuchseite voller Aufgaben der nachfolgend angedeuteten Art.

1a) V36 b) V9 c) V25 d) J144 e) ... o u)

2a) /900 b) V3600 c) /20000 d) V14400 ) [ . q)

3a) /0,04 b) J/0,016 c) 40,0009 d) V0,25 e) . )
[16 625 4 169

4a) 25 b) 900 c) 100 d)\/w() [~ ; o— s F)

Die geschlossenen einschrittigen Aufgaben im zweiten Kasten stellen bei Nutzung
des Taschenrechners kaum noch eine intellektuelle Herausforderung dar. Das fuhrt
maoglicherweise zu Konflikten, weil die Lehrkraft diese ,Aufgabenplantage” ohne
Hilfsmittel bearbeiten lassen mdchte. Dagegen wird mit der Aufgabe ,passende
Ziffern fur die Wurzeln’ durch das Offnen der Fragestellung eine hohere kognitive
Schuleraktivierung erreicht, die auch durch Nutzung des Taschenrechners als
Werkzeug zum Experimentieren nicht geschmalert wird. Auf der grundlegenden
Anforderungsebene wird der Umgang mit einfachen Quadratwurzeln erlernt. Auf den
hoheren Anforderungsebenen kdnnen zahlreiche Entdeckungen gemacht werden, z.
B. Zusammenhange zwischen der Stellenzahl von Radikand und Wurzel oder Regeln
fir mogliche Endziffern. Dies ist prop&deutisch fur die Approximation irrationaler
Wurzeln. Die Anzahl der Losungen durch Uberlegungen zu bestimmen ist ein
anspruchsvolles Abzé&hlproblem, das alternativ durch systematisches Suchen und
Aufschreiben aller Losungen zu bewaéltigen ist. Teilaufgabe e) verlangt
mathematisches Argumentieren. Wahrend die halbe Buchseite voller Wurzeln
eintdnig nur den Umgang mit der neuen Schreibweise sowie Rechenfertigkeiten
trainiert, verlangt und fordert die offene Lernaufgabe mehrere allgemeine
mathematische Kompetenzen und bewegt sich in den Prozesskontexten

Erfinden/Entdecken, Prifen/Beweisen sowie Uberzeugen/Darstellen.
Bei der Besprechung der Losungen stellt die Heterogenitat der Lerngruppe kein

Problem dar. Vielmehr ist durch die vielfaltigen Ergebnisse und Entdeckungen das

Anhoren und Diskutieren der Schulerbeitrage fur alle Lernenden von Interesse.
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Offene Lernaufgaben (verstehensorientierte Aufgaben)

vollstandig geldste Aufgabe (stimmt das?) oder Beispielaufgabe (so geht
das)

v' gegeben

v Weg

v gesucht

Grundaufgabe / einfache Bestimmungsaufgabe (Was kommt 'raus?)

v' gegeben

v Weg

einfache Umkehraufgabe (Was war gegeben?)

v’ Weg

v gesucht

Strategiefindungs- / Begrindungsaufgabe (Wie komme ich dahin?)

v' gegeben

v' gesucht

schwierigere Bestimmungsaufgabe (Wie gehe ich vor und was kommt
‘raus?)

v' gegeben

schwierigere Umkehraufgabe (Was muss gelten und wie rechne ich?)
v' gesucht

eigene Aufgabenkonstruktion / eigene Anwendung finden (So gehe ich in
verschiedenen Fallen vor.)

v Weg

offene Problemsituation (Ich Uberlege, was ich herausfinden will, wie ich

rechne, was herauskommt.)

nach: Mathematik lehren Heft 162

Eine Aufgabe heil3t geschlossen (verfahrensorientierte Aufgabe, vgl. Liste: Punkt 1

und 2), wenn erstens die Ausgangssituation eindeutig bestimmt ist (,Start’), zweitens

durch die Aufgabenstellung die anzuwendenden Methoden und die Werkzeuge

(,Weg’) nahegelegt oder sogar vorgeschrieben werden und drittens die Fragen bzw.

die durch Operatoren geforderten Leistungen (,Ziel’) explizit formuliert sind, was eine

bestimmte Darstellung der Losung einschlie3en kann. Geschlossene Aufgaben

signalisieren den Lernenden, was sie zu tun haben.
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Offene Aufgaben (verstehensorientierte Aufgaben) entstehen durch das Verandern
dieser Vorgaben
(vgl. Liste: Punkt 3 bis 8).

Merkmale offener Lernaufgaben

e Die Aufgabe basiert auf einem ergiebigen Lerngegenstand, der auf mehreren
Wegen erschlossen werden kann und weitergehende Erkenntnisse
ermoglicht.

e Die Aufgabe basiert auf einer einfachen, natirlichen Fragestellung.

e Die Aufgabe gibt Anlass zum Probieren, zum Experimentieren, zum
Spekulieren und Gelegenheit zur Uberprifung der Vermutungen.

e Durch ein Beispiel, das nicht zu viel verrat oder vorgibt, wird sichergestellt,
dass die Fragestellung verstanden wurde.

e Die Aufgabenstellung schreibt den Lernenden nicht einen bestimmten
LOsungsweg vor.

e Zum Lernen stehen konkretes Material, Bilder, Zeichnungen, das DGS, das
Geobrett, die Tabellenkalkulation oder andere geeignete Medien und
Werkzeuge zur Verfligung.

e Zusatzlich kdnnen Hilfen verfuigbar sein, deren Verwendung aber nicht einen
bestimmten Lésungsweg nahelegt.

e Das Aufschreiben der Losung wird nicht durch formale Vorgaben erschwert.

Lernaufgaben werden vorwiegend eingesetzt, um die Entwicklung eines
mathematischen Begriffs oder Verfahrens zu initiieren. Die Lernenden nehmen
Details und Zusammenhange in unterschiedlicher Weise wahr, schlagen zahlreiche
Vorgehensweisen vor und erfinden eigene Bezeichnungen. Zu diesem Zeitpunkt des
Lernprozesses kann nicht erwartet werden, dass die Schulervorschlage einer
bestimmten Sprech- oder Schreibweise folgen. Alternativen und Fehler bereichern

die Diskussion.

Eine fir das gemeinsame Lernen geeignete Lernaufgabe muss auf jeder der drei
Anforderungsebenen ein sinnvolles Arbeiten ermoglichen, damit sich alle Lernenden
einen Zugang zu dem neuen Lerngegenstand erarbeiten kbnnen. Man kann nicht

verlangen, dass Lehrkréfte fur ihre tagliche Arbeit Lernaufgaben selbst entwickeln.
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Aber die Auswahl geeigneter Aufgaben ist ein wichtiger Teil dieser taglichen Arbeit.
Obwohl entsprechende Entscheidungen im Berufsalltag haufig nach einem schnellen
Blick gefallt werden, wird hier nicht weniger geleistet als das Potential einer Aufgabe
umfassend zu analysieren. Was Lehrkrafte im Berufsalltag ebenfalls gut leisten
kénnen ist das Verandern einer Aufgabe; haufig genltigt das Hinzufligen einer neuen
Fragestellung. Die wichtigsten Techniken zum Offnen von Aufgaben sind das
Umkehren der Fragestellung, das Abschwachen von Vorgaben sowie das

Weglassen von Informationen.

ausgewahlte Techniken zum Offnen von Aufgaben
e Ersetzen einer expliziten Zielvorgabe durch einen offener formulierten Auftrag
oder eine offenere Frage
e Abschwachung der Zielvorgaben, z. B.

o statt des Auftrags ,Gib alle Losungen an!“ durch Auftrage wie ,Finde
weitere Beispiele!” zu Untersuchungen ermutigen,

o dem Auftrag ,Formuliere eine Regel!” kleinere Auftrage wie ,Nenne
gemeinsame Eigenschaften!” und ,Suche Gegenbeispiele!*
voranstellen;

o anschlielend durchaus den Auftrag ,Formuliere eine Regel® stellen um

zum Abstrahieren zu ermutigen.

xX+y=-1
x-y=5

e Unterbestimmung, z. B. statt ,Lose! “ einen offeneren Auftrag stellen,
etwa ,Gib zu x + y = -1 weitere Gleichungen (wie viele benétigt man?) an, so
dass das Gleichungssystem die Losung ( 2 | -3 ) hat".

e Umkehrung, z. B. ,Gib die Seitenlangen eines Rechtecks an, das den
Flacheninhalt 24 m? hat!“ oder ,Gib Seitenlangen a, b und c eines Dreiecks
an, in dem a2 = b2 + c2 gilt“.

e Reduktion von Informationen, um das Wahlen von Werten, das Schatzen,
Messen, Recherchieren zu fordern

e Uberladung mit Informationen, um das eigenstandige Auswahlen relevanter

Informationen zu fordern
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Ein Beispiel fur das Offnen einer Aufgabe

geschlossene Aufgabe
Zeichne die Punkte A(2]|1),B(4|1)und C(6|5) in ein Koordinatensystem und
finde einen Punkt D im 1. Quadranten, so dass ein Parallelogramm entsteht!

weniger geschlossene Aufgabe
(2]1), (4]1) und (6]|5) sind Eckpunkte eines Parallelogramms. Wo innerhalb
des 1. Quadranten kann der vierte Punkt liegen ?

N N

y 4
C
L ' L4

$
9
‘0
hY

N
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WV

Die geschlossene Aufgabe lasst keine Wahl, D muss links von C liegen. Kaum
jemand wére so mutig, den Umlaufsinn der Bezeichnungen A, B, C und D zu
verletzen. Das Weglassen der Bezeichnungen und die etwas offenere Frage

ermutigen, wie im rechten Bild eine zweite Losung zu suchen.

Warum soll das Finden einer zweiten Losung so wichtig sein? Es handelt sich um
eine schlichte Aufgabe fiir Klasse 5 oder 6, mit der nur das Zeichnen von Vierecken
und der Umgang mit Koordinaten getibt werden sollen. Bedenken Lehrkrafte bei der
Aufgabenanalyse fiir die 5. Klasse, dass der gleiche Sachverhalt auch in der
Sekundarstufe Il in der Analytischen Geometrie auftritt? Dort haben Schilerinnen
und Schiler gro3e Schwierigkeiten, sich geometrische Situationen vorzustellen. Mit
einer Skizze nach dem Vorbild der linken Zeichnung wird im wahrsten Sinne des

Wortes der Blick verbaut.
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Jede geschlossene Aufgabe nach dem linken Muster bedeutet eine ausgelassene
Gelegenheit zur Propadeutik. Die Summe zahlreicher verpasster Chancen tragt dazu
bei, dass oftmals Wissen nicht flexibel anwendbar ist. Wiederholungen, die wiederum
nur den Anforderungsbereich | berthren, dndern daran nichts. Vielmehr sollten im
Unterricht Aufgaben eingesetzt werden, die unaufdringlich auch die héheren

Anforderungsbereiche ansprechen wie im Beispiel auf der nachsten Seite.

Dort wird durch weitergehende Variation aus der ursprtinglichen Trainingsaufgabe
eine offene Lernaufgabe. Das Beispiel zeigt, wie durch kleine Verédnderungen
einfacher Aufgaben reichhaltige Lernumgebungen entstehen konnen, die neben dem
eigentlichen Ubungsziel zahlreiche mathematische Kompetenzen ansprechen und

erweitern.

Zur Variation der ursprunglichen Aufgabe werden hier zwei Techniken angewendet,
das Abschwachen von Vorgaben (Benennung der Eckpunkte, Fordern eines
Parallelogramms) und das Weglassen von Informationen (Koordinaten des dritten

Eckpunktes).

offene Aufgabe
(2]1)und(6]5) sind Eckpunkte von verschiedenen, speziellen Vierecken.

Bestimme solche Vierecke und vergleiche sie bezuglich ihrer Form!

.
-+
<4

v
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Quelle: Marga Voigt, SINUS-SH; siehe auch MA-THEMA Marz 2011

Wie die geschlosseneren Varianten bt die Aufgabe das Zeichnen und den Umgang
mit Koordinaten. Darlber hinaus werden die Namen und die Eigenschaften der
Vierecke - soweit bekannt - wiederholt. In einem propadeutischen Vorstol3 werden
eventuell weitere Viereckstypen unterschieden sowie bei Fortsetzung der Skala auf
dem Zahlenstrahl in den 4. und den 2. Quadranten hinein nebenbei die negative
Zahlen erfunden oder entdeckt. Mit dem differenzierenden Zusatzauftrag ,Kannst Du
auch ein Quadrat finden, das die Ecken (2| 1) und (5| 5 ) hat?“ wird die obere

Anforderungsebene angesprochen.

Diese weitergehenden Erkenntnisse kénnen als Ertrag anfallen, aber nicht bei allen
Lernenden muss sich dieser Ertrag zu diesem Zeitpunkt einstellen. Es ist keineswegs
intendiert, im Zusammenhang mit dieser Aufgabe mit der gesamten Lerngruppe in
einem systemischen Lehrgang die Viereckstypen zu klassifizieren und negative
Zahlen einzufiihren. Das Bearbeiten der Aufgabe bt dasjenige, was gelbt werden
soll —im Sinne einer Propadeutik sind bei einigen Lernenden weitergehende

Erkenntnisse mdglich, aber nicht zwingend.
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4 Intelligentes Uben
In der Leitidee ,Messen® verlangen die Fachanforderungen eine , sinnstiftende
Auseinandersetzung mit Umwandlungen innerhalb eines Gré3enbereichs® und
formulieren als Kompetenzerwartung ,Die Schilerinnen und Schiler verwenden
Grol3en sachgerecht in Anwendungsbeziigen, d. h. sie

e vergleichen vertraute GroRenangaben miteinander,

e wandeln Einheiten um,

e wahlen Einheiten von Grdl3en situationsgerecht aus,

e fuhren Additionen und Subtraktionen innerhalb eines Gro3enbereichs mit

unterschiedlichen Mal3einheiten durch und beurteilen die Ergebnisse im

Sachzusammenhang.”

Ein kleiner Beitrag zur Umsetzung im Unterricht konnte folgendermal3en aussehen:
Die Schulerinnen und Schiler erhalten jeweils einen Umschlag mit Kartchen. Es gibt,
nach Anforderungsebenen differenziert, drei Versionen des Materials. Ziel und

Fragestellung sind jedoch fur alle gleich.

Langenpuzzle

| 95 cm | (125 cm o 40 cm (/0,85 m " 95%\ 38 cm 0.87 m
- — ’30 S 10195 m Ziel 0 — , == 7
Ziel: ‘ cm | - = iel: |/30 — [ Ziel: 7
S ‘ J - | & Cf?) [ 0 ] |e|. / .
250 cm = 10,50 | ;50 Ty ‘ ',.,SO mi12,50m | 30 cm |
‘ 50 K — - B . m \ in,, ';’7' b =i m | > mn = v/ e \
L Cm (25 cm | \ 30 B 76 o ] | 25 ™) 3c \ _ Oi?fs m[ [ 25 cm | {30 o™\

Der Umschlag enthalt Langenangaben. Du kannst jede Lange einmal verwenden
oder sie weglassen. Setze die Langen so zusammen, dass du moglichst nahe an das

Ziel herankommest.

Beim Bearbeiten dieser Aufgabe werden Langenangaben bewusst ausgewahlt und in
einer anderen Einheit dargestellt, Summen werden gebildet, eventuell werden zuvor
Uberschlagsrechnungen ausgefiihrt, schlieRlich wird die Abweichung jeder Summe

vom vorgegebenen Ziel bewertet — das impliziert eine Subtraktionsaufgabe. Als
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Konsequenz jeder Bewertung werden andere Langen ausgewabhlt, der Vorgang wird

zielgerichtet mehrfach wiederholt.

e0,95m+25cm+3cm+38cm+87cm=248 m
e095m+25cm+050m+3cm+0,76 m=2,49m
¢0,95m+30cm+38cm+87cm=25m
0,95 m+30cm+050m+0,76 m=251m
e050mM+0,76 mM+38cm+87cm=251m
¢0,95m+30cm+3cm+38cm+87cm=253m
e095m+30cm+050m+3cm+0,76 m=2,54m
Quelle: Henning Kempf, IQSH

Die Liste zeigt die besten Losungen des Puzzles. Lehrkréafte kénnen sich Losungen
zu ihrem eigenen Zahlenmaterial mit Hilfe einer Excel-Datei (siehe
Aufgabensammlung im IQSH-F&acherportal) schnell verschaffen. Das Langenpuzzle
ist ein Beispiel fir intelligentes Uben, bei dem eine einzige Aufgabe das Gleiche
leistet wie eine Buchseite mit zahlreichen Aufgaben der nachfolgend angedeuteten
Art.

1) Gib in der genannten Einheit an:
a) 2kminm
b) 2,6 kminm
c) 1,8cminmm
d) 1cminm
e) 1,.5mmincm
f) 0,5mincm
g) 3mmincm
h) 0,48 kminm
i) 0,96 kminm
) 13,5dminm
k) 0,125 mincm
) 96 minkm

62



Leitfaden zu den Fachanforderungen Mathematik Sekundarstufe |

2) Addiere:

a) 30cm+25cm
b) 0,95m+ 0,76 m
c) 25cm+3cm
d) 0,95m+30cm
e) 0,95m+25cm
f) 3cm+0,76 m
g 1m+1lcm

h) 1km+1cm
) 2km+3m

) 50cm+0,5m
k) 10 m+20cm
) 2km+500m

Im Unterricht bringen derartige ,Plantagenaufgaben® u. a. beim Losungsvergleich
methodische und organisatorische Schwierigkeiten mit sich, flr deren Bewaltigung
es beim intelligenten Uben durchaus Gestaltungsmdglichkeiten gibt. Wie
beriicksichtigt man beispielsweise, dass nicht jeder alle Aufgaben gerechnet hat? Die
Losungskontrolle des Langenpuzzles ist dagegen fir das ganze Plenum von

Interesse, es entsteht sogar ein gewisser Wettbewerbscharakter.

zwei Dimensionen und funf Formen intelligenten Ubens
Das intelligente Uben hat zwei Dimensionen, eine didaktische Dimension — die
intelligente Fragestellung — sowie eine methodische Dimension — die intelligente

Organisation.

Dem intelligenten Uben liegt jeweils eine tibergeordnete Fragestellung zugrunde.
Eine Fragestellung ist offenbar dann ertragreich, wenn schon eine einzige Aufgabe
eine Fulle von Rechenvorgangen auslést und dazu motiviert, freiwillig weitergehende

mathematische Uberlegungen anzustellen.
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Bestimme die fehlenden Zahlen in der Rechenmauer.

Rechenmauern sind als Ubungsmaterial bei Lerngruppen und Lehrkraften
gleichermalien beliebt. Weil Aufgaben und Lésungen computergeneriert schnell zu
erstellen sind, scheint es naheliegend, zur Differenzierung nach
Arbeitsgeschwindigkeit einfach die nachste Rechenmauer einzugeben. Beim
Bearbeiten weiterer Rechenmauern wird zweifellos getibt, es lassen sich auch
Umkehraufgaben einbauen. Die Losung ist insoweit von Interesse, als man erfahrt,
ob man richtig gerechnet hat. Leuders schlagt vor, stattdessen eine Weile bei der
gleichen Rechenmauer zu verharren und in der folgenden Art Fragen zu stellen:
e Ersetze die 6 durch eine 7. Wie wirkt sich das auf das Ergebnis aus?
e Das Ergebnis soll moglichst grof3 werden. Dazu darfst du eine der Zahlen in
der unteren Reihe durch eine 10 ersetzen. Welche Zahl solltest du ersetzen?
e Du darfst die Zahlen in der unteren Reihe anders anordnen. Welche
Reihenfolge musst du wahlen, damit die oberste Zahl moglichst grofd wird?
e Die oberste Zahl soll 200 lauten. Mit welchen Zahlen in der unteren Reihe
kannst du das erreichen?
e Benjamin tragt unten lauter Einsen ein. Welches Ergebnis erhélt er fir die

oberste Zahl? Welches ist die kleinste Zahl, die oben stehen kann?

Die intelligente Fragestellung fuhrt zu einer naturlichen inneren Differenzierung.
Dabei bearbeiten alle Schilerinnen und Schuler die gleiche Aufgabe, an die sie aber
mit ganz unterschiedlichen Losungsstrategien herangehen konnen — FleiRarbeit oder
Nachdenken konnen gleichermal3en zur Losung fuhren. Alle Lernenden haben an
der gleichen Aufgabe sinnvoll gelbt. Einige Lernende entdecken dartber hinaus
Gesetzmaligkeiten, die sie beim Beantworten der Fragen anwenden und versuchen
eventuell, Regeln zu formulieren. Dann hat die Aufgabe als Ertrag einen didaktischen

Mehrwert erbracht, der anfallen kann, aber nicht anfallen muss. Es ist hier nicht
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intendiert, dass alle Lernenden im Sinne eines schematischen Verfahrens lernen,

dass der Term a + 5b + 10c + 10d + 5e + f beschreibt, wie man in einem Zug die

oberste Zahl aus den Zahlen a, b, c, d, e und f in der unteren Reihe bestimmt.

Die Rechenmauer allein ist bereits ein gutes Ubungsmaterial. Das Zusammenwirken

der genannten Fragestellungen mit dem Zahlenmaterial der Aufgabe ist ein Beispiel

fur reflektierendes Uben. Alle Formen des intelligenten Ubens weisen ein solches

Zusammenwirken von mathematischer Situation und geeigneter Fragestellung auf.

Leuders nennt finf Formen intelligenten Ubens:

1.

Reflektierendes Uben,

2. Strukturierte Aufgaben,
3.
4. Produktives Spielen

Entdeckendes Uben,

und mit Einschrankung — weil diese Aufgaben sowohl Trainingsaufgaben
als auch Lernaufgaben sein kénnen —

Fermiaufgaben.

Fur jede dieser Formen werden im Folgenden Beispiele angefiihrt und Techniken

gezeigt.
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1. Reflektierendes Uben

Eine Schulbuchseite voller gleichartiger Rechenaufgaben (,Aufgabenplantage®) kann
man unterschiedlich nutzen. Der Reihe nach abarbeiten? Schon Auftrage wie
LArbeite 5 Minuten lang. Uberspringe Aufgaben nach Lernfortschritt!“ oder ,Suche
deine Lieblingsaufgaben heraus und bearbeite mindestens finf Aufgaben!“ waren
leicht durchfuihrbare Differenzierungsmal3nahmen.

Ein genaueres Betrachten des Zahlenmaterials, Uberschlagsrechnungen und
unterschiedliche Strategien erreicht man durch reflexionsanregende Fragen wie

beispielsweise

Finde heraus, welcher Term
e den grofiten Wert hat,
e den kleinsten Wert hat,
e dem Wert 10,50 am nachsten kommt,
e am nachsten an eine ganze Zahl herankommt,

e die meisten Stellen nach dem Komma ergibt.

Naturlich soll auch dieser Auftrag gestellt werden:

e Fuhre mindestens drei Rechnungen schriftlich durch.

Berechne:
a) 0,3+04
b) 0,25+ 9,65
c) 12,5+0,85
d 13,8+1,2
e) 91,1-81,2
f) 6,87 +5,64
g) 408+25
h) 7,98 — 3,82
i) 9,09+25
) 7,01+25
k) 8,37 -2,51
l) 0,125+ 0,375
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m)7,4+2,6

n) 4,97 + 4,89
0) 9+44

p) 10+7

g) 10+0,7

r) 0,125 +0,121
s) 7,1-15

t) 4+1,8

u) 6,87 +5,64
v) 9,22 -8,68
w) 46-15

x) 0,3875 - 0,0005

Gib die Losungsmenge an:
a) x2—-8x+15=0
b) x2-8x=0
c) x2+4=0
d) x2+8x=0
e) —x2 +3x=x2
f) x2-8x+16=0
g) X2+3x=x2+2
h) 2+x+x2=2
) xX=x2
) 2x2-2-(2-2x)=2
K) x2—-8x+17=0
) x2-4=0
m)x-(x+2)=2
n x-(x+2)=0
0 2-x-2)-(x+2)=0
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Zu dieser Aufgabe muss nicht unbedingt der Arbeitsauftrag ,Lose mdglichst viele
Gleichungen® gestellt werden. Die folgenden Fragen und Arbeitsauftrage lenken den
Blick zusatzlich auf die Struktur der Gleichungen.
e Stelle die Gleichungen zunéchst in Gruppen zusammen. Welche Gleichungen
sehen &hnlich aus?
e Suche zwei Gleichungen heraus, zu deren Lésung du zunachst
Aquivalenzumformungen durchfiihren wiirdest.
e Suche zwei Gleichungen heraus, deren Losungen du unmittelbar ablesen
kannst.
e Suche eine Gleichung heraus, die keine reelle L6ésung hat.

e Suche eine Gleichung heraus, die genau eine Losung hat.

Vorteilhaft beim reflektierenden Uben ist, dass man Aufgaben aus dem Lehrbuch
oder computergenerierte Aufgaben nutzen kann, zu denen man sich nur die
reflexionsanregenden Fragen uberlegen muss. Zu einer guten ,,Aufgabenplantage®
gehoren auch ,Stéraufgaben® wie beispielsweise die Gleichung g), die sich der
1-p-g-Formel widersetzt. Fehlen solche Aufgaben, sollte man sich geeignete

Beispiele fur die Besprechung tberlegen.

Literatur: Leuders, Timo, Reflektierendes Uben mit Plantagenaufgaben, in: MNU,
59(5)
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2. Strukturierte Aufgaben

Beim Trainieren von Fertigkeiten ist der Wunsch nach einem ganzen Arbeitsblatt
voller ahnlicher Rechenaufgaben naheliegend. Man spricht auch von ,Packchen
rechnen®. ,Bestehen Packchen nicht aus beliebig kombinierten, sondern strukturiert
zusammenhangenden Aufgaben, so kdnnen Lernende nicht nur eine
Rechenfertigkeit trainieren, sondern gleichzeitig mathematisch reichhaltiger tatig
werden, indem sie Muster erkennen, beschreiben, und vielleicht sogar begriinden.
,Muster’ ist dabei im Sinne der Regelmafligkeiten und Strukturen gemeint, die
Wittmann/Muller (2008) als fachliches Grundkonzept beschreiben.” (Prediger, Muster

in Packchen)

10,2+7,6 =
93 +75 =
84 +74 =
75 +73 =

In der Tabelle weisen die Zahlenwerte und die Ergebnisse Zusammenhange und
Gesetzmaligkeiten auf, die man entdecken und besonders bei e€) und f) zum
Kontrollieren von Ergebnissen nutzen kann. Dariliber hinaus sind Z&hler und Nenner
so gewabhlt, dass die konkreten Briiche unterstiitzend durch strukturiertes Material

veranschaulicht werden koénnen.

a) 1.1 b) 1 1 c 1.1 d 1.0 e) 1.1 ) 1.1
2D 2 2 2° 0 O 2 5
1 1 1 1 4 2 1 7 1
—+— ——— —+— —+— —+— —+—

2 4 2 3 3 2 10 2

1 1 1 1 oL 1.3 5 1
Tk i1 D1 2.1
2'8 2 8 2 4 2 4 4 5 5
.1 1.1 1.1 1 3.1 7.1
2 16 2 16 2 5 5 5 2
2 1 19 1

4 10 5
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Tradition hat der Einsatz von derartig strukturiertem Aufgabenmaterial nur bei

bestimmten Inhalten, beispielsweise als Anwendung des Permanenzprinzips zum

Erarbeiten der Vorzeichenregeln oder beim Uben von Kommaverschiebungsregeln.

Die gleichen Prinzipien der Aufgabenvariation lassen sich als Technik zum
Konstruieren von Aufgabenfolgen in vielen Bereichen vor allem in der Leitidee Zahl

anwenden.

traditionelles Entwickeln einer Vorzeichenregel nach dem Permanenzprinzip:
-5-8

I
ol
o N b O

-5 (-2)

Vorschlag fiir strukturiertes Ubungsmaterial nach Prediger:

19-3
16 -2
13-1
10-0
7-(-1)
4-(=2)

Produkte mit gleichem Wert durch gegensinnige Kommaverschiebung:
2000 - 0,0003

200 - 0,003

20 - 0,03

2-0,3

Produkte mit gleichem Wert:
0,1-144

9-1,6

80-0,18

600 - 0,024
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12000 - _

~Wie geht es weiter?” — geeignetes strukturiertes Aufgabenmaterial stellt die

reflexionsanregenden Fragen quasi aus sich heraus.

Das folgende Beispiel zu Teilermengen fuhrt auf die Frage ,Kannst du andere

Beispiele nennen?“ sowie auf den Auftrag ,Formuliere eine Regel“.
traditionelle Aufgabe: Notieren einer Teilermenge
Tao=l123.5,
30, 15,10,6
reichhaltiger: Suche nach Zahlen passend zur Struktur

0,0,0 0, 0,0 —
T {9‘} T { _M} m ={0a0)

Das folgende Beispiel weist eine vertikale und eine horizontale Struktur auf.

1+1=
24+1=
.3+1=
A4+1=
.5+1=

N o 0o b~ W

Vertikal betrachtet wachsen die Ausgangszahlen in Einerschritten, die Ergebnisse
wachsenum 5, 7, 9, 11, ..., der n&chste Term lautet 8 - 6 + 1. Es entsteht die Folge
der Quadratzahlen.

Horizontal betrachtet ist der erste Faktor um Eins grof3er, der zweite Faktor um Eins

kleiner als die zu quadrierende Zahl.

Setzt man in der Abbildung die rechte Punktreihe unten an, dann fehlt ein Punkt zum
vollstandigen Quadrat. Auch andere Erklarungen sind denkbar. Diese Aufgabe mit

Termen aus naturlichen Zahlen fur Jahrgangsstufe 5 motiviert nicht nur zum
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Rechnen, sondern auch zum Beschreiben von Termen und zum Erklaren von
Zusammenhangen. Neben dem Zahlenrechnen auch das Betrachten und
Beschreiben von Termen zu Uben, ist eine wichtige Propadeutik fir die Algebra. ,Das
Reizvolle an den strukturierten Packchen ist, dass sie keine zusatzlichen Lerninhalte
erzeugen, die in Extra-Stunden isolierten Sondercharakter haben, sondern mitten im
regularen Lernen von ,Schwarzbrotthemen’, also Standard-Fertigkeiten genutzt
werden kdnnen, und dennoch wichtige zusatzliche Aspekte des Mustererkennens
und Dynamisierens ins Spiel bringen.“ (zitiert aus: Prediger, Susanne, Muster in
Packchen — Mit strukturierten Ubungen Fertigkeiten trainieren und Strukturen
erkennen, in: Mathematik 5-10, Heft 3 2008, Friedrich-Verlag)

Beispielaufgabe 'Spannende Tabellen’
Die Tabellenkalkulation bietet die Mdglichkeit, mit wenig Aufwand eine vollstandig
ausgefullte Tabelle zu erstellen. Diese dient als Loésungsblatt; durch Loschen von

Eintrdgen entsteht die zugehdrige Aufgabe.

a b|c|a+b+c|ab-c|2a-b|a-2c| &#+b*+& |a-b-c|a-b-c|a-c-b| a-b+a-c+b-c
1 1 1 3 1 1 -1 3 -1 0 0 3
1 2 3 6 6 0 -5 32 -4 -1 1 11
1 110 0 0 3 1 2 2 1 1 -1
1 —0,57. 2 | 2,5 1 2,5 -3 9,25 -0,5 -2,5 2,5 0,5
3 2 1 1) 6 4 1 14 0 5 1 1"
2 5 2 9 20 -1 -2 37 -5 8 -1 24
4 3 2 9 24 5 0 33 -1 10 5 26

Ware das Innere der Tabelle leer, entstiinde eine geschlossene Aufgabe, die eine

Richtung Ubt: das Einsetzen der gegebenen Variablenwerte in die jeweiligen Terme

und das Berechnen ihrer Werte.
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Berechne die fehlenden Werte in der Tabelle.

a| b c |a+b+c|a-b-c|2a-b|a-2c| a#+b?+F |a-b-c|a-b-c|a-c-b| a-b+a-c+b-c
1 1 1
1 2 3
1 -1 0
1 (-0,5] 2
3 2 1
2 2
4 2

5
3

Durch das Uberlegte Herausldoschen der Eintrage im Tabellenkopf und im Innern der
untenstehenden Tabelle, also durch Umkehren der Fragestellung, entsteht eine

herausfordernde Aufgabenstellung.

Ergéanze die fehlenden Werte in der Tabelle.
Gib die fehlenden Terme in der obersten Zeile an bzw. ergénze diese Terme so, dass ihre Werte zu den Variablenwerten a, b und c aus
den ersten Spalten passen.
a b c a+b+c a-b.. a-2c at+ .. a-b-c | a-b... | a-b+.
1 1 1 3 1 1 -1 3 -1 0 | 0 3
1 2 3 6 0 -5 32 1 11
HIEREE 3 2 -1 1 -1
1 -0,5 2 2,5 925 -0,5 -2,5 2,9 0,5
3 2 1 6 6 4 1 14 0 1 11
5 2 20 -1 -2 37 -5 8 -1 24
2 9 24 5 0 33 -1 10 | 5 26

Quelle: Helmut Mallas, IQSH

Die Anforderungsebene und der Anforderungsbereich lassen sich dabei durch das
Zahlenmaterial, durch die Struktur der Terme und durch die Auswahl der freien
Felder steuern. Dieses Aufgabenformat kann zu den strukturierten Aufgaben gezéhlt
werden. In der Aufgabe sind aber auch reflexionsanregende Fragen implizit angelegt.
Weil die Tabelle mit der Tabellenkalkulation erzeugt werden kann, lassen sich mit
wenig Aufwand eigene Aufgaben nach diesem Muster erstellen. Eine Beispieldatei

zum Erstellen eigener Aufgaben findet sich in der Aufgabensammlung.
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3. Entdeckendes Uben

Wabhlt die Lehrkraft Ubungsmaterial aus einer reichhaltigen Lernumgebung, kénnen
die Lernenden beim Bearbeiten besondere Sachverhalte oder Gesetzmaligkeiten
entdecken. Das gelingt eher, wenn strukturiertes Material eingesetzt wird und
reflexionsanregende Fragen gestellt werden. Gelingt keine Entdeckung, dann wird
der didaktische Mehrwert nicht genutzt. Dennoch wird sinnvoll gelbt.
Unstrukturiertes Material mit beliebigen Zahlenwerten dagegen erlaubt von

vornherein keine Entdeckungen.

Beispielaufgabe ,vier aufeinanderfolgende Zahlen’
Die Lehrkraft gibt acht Terme vor und stellt die Arbeitsauftrage ,Berechne den Wert

von mindestens drei Termen. Beschreibe und vergleiche die Terme.”

7+6+5-4
4.(7-5)+6
(4+6)-7:5
(5-3)-4+6
8+7-6+5
6-7):(8-5)
(6:-5):3+4
6:3)-5+4

Maogliche Ergebnisse: Alle Terme haben den Wert 14. Alle Terme enthalten vier
aufeinanderfolgende Zahlen, aber nicht unbedingt in aufsteigender oder
absteigender Reihenfolge. Einige beginnen bei 3, bei 4, andere bei 5.

Anschlief3end nennt die Lehrkraft die Bedingung ,im Wettbewerb um die Zahl 14
gewinnt der Term, der den Wert 14 mit den vier kleinsten aufeinanderfolgenden
Zahlen darstellt” und zeigt ggf. einen Term, dessen Zahlen die der genannten Terme

unterbieten.

2+3+4+5
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Die Lehrkraft hangt eine grofl3e Tabelle aus und er6ffnet den Wettbewerb um die
Werte O bis 100.

Stelle die Zahlen 0 bis 100 als Term aus vier mdglichst kleinen aufeinanderfolgenden

positiven ganzen Zahlen (einschlieB3lich 0) dar. Du darfst die Rechenzeichen + - :

und — sowie Klammern verwenden. Trage den Term und deinen Namen ein.

Wert Term Name Term Name

Die Aufgabe basiert auf dem Sachverhalt, dass sich jede natirliche Zahl als Term
aus vier aufeinanderfolgenden nattrlichen Zahlen durch den Term

_(n=-N+(n+17)
- n

n +(n-2)

darstellen lasst, wobei allerdings héufig andere Darstellungen mit kleineren Zahlen
existieren. Faires Verhalten in diesem Wettbewerb bedeutet, sich um das korrekte
Anwenden der Rechengesetze zu bemuhen. Intentionen: auf der grundlegenden
Anforderungsebene Berechnen des Wertes von Termen unter Beachtung der
Vorrangregeln, Aufstellen von Termen; auf den hoheren Anforderungsebenen
Beschreiben und Untersuchen sowie gezieltes Verandern von Termen. Eine
ausfuhrliche Musterlésung findet sich in der Aufgabensammlung im IQSH-

Facherportal.

Beispielaufgabe ,Summe zweier Briiche’

Das Rechnen mit Briichen muss nicht unbedingt an einer Vielzahl einzelner
Aufgaben getbt werden. Der folgende Arbeitsbogen hat die Form einer
Blutenaufgabe. Das Variieren einer einfachen Gleichung ist Anlass fur zahlreiche

Berechnungen, mit denen echte Fragen beantwortet werden.
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20 Minuten Einzelarbeit! Wahle Aufgaben aus und bearbeite sie 20 Minuten

lang allein:

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

ol
NN

aola

4

Gib Beispiele fur Bruche an, mit denen die Gleichung erfullt wird (,die

Rechnung stimmt’).

Die drei Abbildungen zeigen Losungen zu Aufgabe 1). Erklare die Bedeutung
der Abbildungen.

Die drei Abbildungen stellen Briiche dar. Im mittleren Bild ist der erste Bruch

dreimal so grof3 wie der zweite. Im rechten Bild ist der zweite Bruch doppelt so
g, 0.2
grol3 wie der erste. Gib eine Losung zu [0 O 7 an, bei der der zweite Bruch

viermal so grol} ist wie der erste.

2
Gib mindestens drei Méglichkeiten an, den Bruch 7 zu erweitern. Kommt eine

davon in 2) vor?

oo 2
—t—=—
oo 7

Denke dir selbst Veranderungen der Gleichung aus und gib

LOosungen an.

Entscheide, fur welche der Gleichungen es Losungen gibt:
2 0 2

a7 0 7
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8)

9)

10) Clara hat zu 5) 1 *

3,0.2
by7 0 7
2.0 2
—_—t— = —
c)8 00 7
2 0 2
—_—t— = —
d6 0 7

Untersuche, wie sich die folgenden Veranderungen auswirken:

oo 1
—_——.— = —
ad o 7
1.0 1
—_——t— = —
byo o 7
17 1 1
—_——-—= —
c)o o 7
17 1 1
—_—t—=—
do o 10

ki 2
Auf dem Zahlenstrahl sind Markierungen fir 7 und 7 eingetragen. Entscheide,
welche es sind. Erklare die Bedeutung der beiden anderen Markierungen.

2
Zeichne auch 74 ein.

2

O
4 als Veranderung von

2
~ 7 angegeben und findet,

]

O O
O O
ihre Gleichung sei viel einfacher zu I6sen. Kevin behauptet, dass es fur die

erste Gleichung genau so viele Losungen gibt wie fur die zweite Gleichung.

Nimm Stellung zu den beiden Meinungen.
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4. Produktives Spielen

Eines der bekanntesten Rechenspiele ist Trio. Der Nutzen fur das Rechentraining ist
offensichtlich. Meist kommen aber Spielideen zum Einsatz, die eigens flir den
Unterricht erdacht wurden. Geeignet sind Spiele, die sich mit wenig Materialaufwand

gezielt zum produktiven Uben einsetzen lassen.

Aufgabenbeispiel Mittelwerte abraumen

(eine Spielidee von Timo Leuders)

Spielvorbereitung

Zahlenvorrat: 40 Wurfel werden geworfen. Sie bleiben als Zahlenvorrat in der Mitte
des Tisches liegen.

Zielzahl: Nun wird ein einzelner Wirfel geworfen. Seine Augenzabhl ist die Zielzahl,

die bei den folgenden Spielzligen erreicht werden muss.

Spielablauf

Jeder Mitspieler darf reihum einen, zwei, drei oder vier Wiirfel aus der Mitte nehmen,
deren Augenzahlen die Zielzahl als Durchschnitt haben. Fir jeden entnommenen
Wurfel gibt es einen Punkt.

Beispiel

Im Bild wurde als Zielzahl die 3 gewdrfelt.

Durch das Entnehmen der vier Wirfel mit den Augenzahlen 1, 2, 4 und 5 erfillt man
die Bedingung, weil der Mittelwert dieser Augenzahlen gleich der Zielzahl 3 ist.

Hierflr gibt es vier Punkte.
Fir das Entnehmen eines einzelnen Wirfels mit einer 3 gibt es nur einen Punkt. Die

Bedingung ist aber erfillt, denn die Zahl 3 ist ein ,Mittelwert aus einer einzigen Zahl®

und ist gleich der Zielzahl 3.
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Variante: Jeder Mitspieler wirft einen Wirfel. Alle werfen zudem noch zusammen 2
Wirfel. Nun muss jeder mit Wirfeln aus der Mitte sein eigenes Wirfelergebnis als

Durchschnitt legen.

4 Punkte

Leuders nennt Fahigkeitsaspekte, die beim Spielen dieses Spiels getibt werden.
Fahigkeitsaspekt: am Beispielthema ,Durchschnitt*

Kenntnisse: die Definition des Durchschnittes in eigenen Worten wiedergeben
Fertigkeiten: einen Durchschnitt fehlerlos berechnen (mit oder ohne
Taschenrechner)

Verstehen / Vorstellungen: am Beispiel / an einem Bild erlautern, was ein
Durchschnitt ist

Anwendungsfahigkeit: in unbekannten Situationen Probleme mit Hilfe von
Durchschnitten 16sen

(Ubergreifende) Strategien: sich in einer unbekannten Situation, bei der es um die
,Mitte“ geht, zu helfen wissen, z. B. durch Betrachten von Beispielen ...
Reflexionsféahigkeit: beurteilen, ob es in einer bestimmten Situation sinnvoll ist,
einen Durchschnitt zu berechnen

Einstellungen: ... und auch dazu bereit sein

nach Leuders (2009)
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,Das Uben hat zum Ziel, all diese Fahigkeitsaspekte zu férdern, und zwar alle
gleichermaf3en und nicht in irgendeiner Hierarchie. Zu den wohl grobsten
Missdeutungen einer solchen Einteilung in Ziele des Ubens gehort, dass die
verschiedenen Fahigkeitsaspekte in Stufen aufeinander aufbauen muissten, dass sie
eine Schwierigkeitssteigerung bedeuten und dass man schwéchere Schiuler allenfalls
durch Ubungen auf der ersten oder zweiten Stufe fordern kdnne.“ (Mathemagische
Momente, S. 135, Cornelsen, 2009).
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5. Fermiaufgaben

Der Physiker Enrico Fermi wollte die geistige Beweglichkeit seiner Studenten bei

Uberschlagsrechnungen verbessern. Uberliefert ist seine Aufgabe ,Wie viele

Klavierstimmer gibt es in Chicago?“. Aufgaben dieser Art nennt man deshalb

Fermiaufgaben. Sie sind einerseits Aufgaben, die Modellierungen verlangen:

Einwohnerzahl, Anzahl der Haushalte, die ein Klavier besitzen? Wie oft muss ein

Klavier gestimmt werden? Wie viele Kunden kann ein Klavierstimmer pro Tag

bedienen? Auch eine Validierung ist mit einem Blick ins Branchenverzeichnis

maglich.

Sind entsprechende Modellierungen vertraut, kann man andererseits Fermiaufgaben

auch als Ubungsaufgaben einsetzen. Sie motivieren zum Schétzen, zu

Uberschlagsrechnungen und ggf. zum Suchen nach Kontrollstrategien wie Messen,

Recherchieren usw.

Beispiele:

Wie viele Mathematikaufgaben rechnet ein Schiler wahrend seiner Schulzeit?
Kann ein Mathematiklehrer eine Milliarde Sekunden alt sein?

Urgro3mutter ist 93 Jahre alt. Wie oft hat ihr Herz bereits geschlagen?

Wie schwer ist ein Schneemann?

Die Sandkiste wird neu befillt. Wie viel wiegt der Sand?

Fermiaufgaben kann man sich selbst ausdenken. Es gibt sie auch auf Kartchen

(,Fermi-Box“, Friedrich-Verlag).
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6. Intelligentes Uben — die intelligente Organisation
Losungen vergleichen, Losungen besprechen
Viel Ubungszeit wird haufig nicht auf das Bearbeiten der Aufgaben, sondern auf das

Vergleichen von Losungen verwendet. Was ist dabei das Ziel?

Erfahren, ob der eigene Zahlenwert richtig ist? Dann tut es auch ein Losungsblatt!
Hierbei ist es allerdings unbedingt erforderlich, die Lernenden zu einem kritischen
Umgang mit den eigenen Losungen zu erziehen. Auch das Lesen und Verwenden

eines Losungsblattes will gelernt sein.

Wird eine Diskussion der Lésungsstrategie, das Nachvollziehen wichtiger
Uberlegungen und Rechenschritte angestrebt? Dann muss es eine Besprechung im
Plenum geben. Es soll an dieser Stelle ganz deutlich gesagt werden: Nur mit
Losungsblattern allein geht es nicht! Nach einer langeren Ubungsphase ist immer

eine Besprechung im Plenum erforderlich.

Was aber macht eine Besprechung im Plenum wertvoll? Sicherlich nicht das
Vorrechnen samtlicher Aufgaben, wobei manche Aufgaben eventuell nur von
wenigen Lernenden bearbeitet wurden. Aber es sollten exemplarisch die wichtigsten
Uberlegungen im Plenum besprochen werden. Das sollte an einer Aufgabe mittleren
Schwierigkeitsgrades geschehen. Fir die einfachen Aufgaben bzw. Zahlenwerte tut
es das Losungsblatt. Weniger leistungsstarke Schilerinnen und Schiler werden
gefordert, wenn nicht nur das allereinfachste Beispiel, das auch sie leicht bewaltigen
konnten, besprochen wird. Leistungsstarke wiederum kommen bei den schwierigen
Aufgaben auch gut allein mit dem Lésungsblatt zurecht. Eventuell sollte man fur die

Besprechung sogar eine Aufgabe wahlen, die fir alle neu ist.

rationale Produkte

Va und Vb sollen irrational sein. Finde mindestens vier Beispiele fiir a und b, so dass

Va ‘b rational ist.
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Wurzeln in binomischen Formeln und trotzdem rational
(V18 + \8)z2 ist rational:
(V18 +V8)2=18 +2 - V18 - V8 + 8 = 26 + 2 - V144 = 26 + 24 = 50.

Finde weitere Beispiele.

verkleidete Wurzeln

J48

5++/24

Suche ohne Taschenrechner méglichst viele Terme mit dem gleichen Wert.

J32
J7-V8 376 V3442
4.3

4-42 J1242:/3

nach Leuders (2009)

Bei diesen Aufgaben machen verschiedene Losungen und unterschiedliche

Losungswege die Vorstellung von Schilerldsungen im Plenum fir alle interessant.

Bei Aufgaben mit naturlicher innerer Differenzierung wird eine Besprechung allein

schon dadurch interessant, dass unterschiedliche Strategien und verschiedene

Ldsungen vorgestellt werden.

Geschlossene Aufgaben mit eindeutiger Losung

Beim Trainieren von Fertigkeiten haben geschlossene, eventuell einschrittige

Aufgaben durchaus ihre Berechtigung. Beim mindlichen Rechnen bietet sich das

schnelle Uben im Tandem (,Ping-Pong*) an. Bei langeren schriftlichen Rechnungen

kann eine Partnerarbeit z. B. nach der Faltzettelmethode (,stille Post) organisiert

werden.

Ping-Pong (schnelles Tandem-Uben)

Lernpartner A erhalt einen Bogen mit den Aufgaben fiir sich selbst und den Aufgaben

samt Losung sowie eventuell Zwischenergebnissen oder Hilfen fur Lernpartner B.

Die Aufgaben werden abwechselnd miundlich bearbeitet, ohne schriftliche Rechnung.

1) Aufgabe fir A:

Definiere: Sinus =

Aufgabe mit Losung fur B:

Tangens = Gegenkathete durch Ankathete
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2) Aufgabe fir A:

sina =

3) Aufgabe fir A:

Cosy = b

¢ |f < |

Aufgabe mit Losung fur B:

r :
— =Cos¢ =sinm
t
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So sieht das Gegensttick fur Lernpartner B aus.

1) Aufgabe mit Lésung fur A:
Sinus = Gegenkathete durch Hypotenuse
Aufgabe fur B:
Definiere: Tangens =

2) Aufgabe mit Losung fur A:

Aufgabe fur B:

cosa =

Aufgabe fur B:

tany = b

u .
—=c0sd =sinf
%
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Aufgabe fur B:

Die Bogen werden in zwei unterschiedlichen Farben jeweils in halber Klassenstéarke
ausgedruckt. Sie sollen nicht beschriftet werden, weil man sie zur
Wiederverwendung einsammeln kann. Bei einer ungeraden Schulerzahl muss die

Lehrkraft mitspielen.

Die Faltzettelmethode (,,stille Post®)
Bei der Faltzettelmethode stellen sich die Lernenden in Partnerarbeit auf Zetteln
gegenseitig Aufgaben, beispielsweise legen sie sich Gleichungen zum Ldsen vor.

Die Losungskontrolle ist Bestandteil der Methode.

1. Schritt

Jede Person denkt sich zuerst eine Losung aus, z. B. x=3.

Ausgehend von dieser Zeile wird jetzt eine Gleichung konstruiert, deren Losung 3
ist. Dazu muss der Aufgabensteller nach Gutdiinken Aquivalenzumformungen

durchflhren und z. B. folgendes auf den Zettel schreiben:

Das schreibt Partner/in A

x=3 |7
7x = 21 |+ 4
7x+4=25 ’+%x

7,25x+4=25+1x |2

15,5x+8=50+%x

2. Schritt
Der Zettel wird jetzt gefaltet; der obere Teil wird nach hinten geklappt. Es ist nur noch

eine Zeile zu lesen, namlich:
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Das sieht Partner/in B
155x + 8 = 50+%x

3. Schritt
Die Lernpartner tauschen nun ihre Zettel und erhalten jeweils eine Gleichung, die fur

sie gestellt wurde; sie |6sen die Gleichung, die sie erhalten haben.

Das schreibt Partner/in B
1
155x+8=50+%x |-Jx

15x+8=50  |-8
15x =42 |:15
_42
X =15
_14
% =3

Der Weg, der zu dieser Gleichung gefuhrt hat, ist nach hinten umgeklappt und
verdeckt.

Beim Losen ist es nicht zwingend, dass genau die gleichen Schritte, die zu der
Gleichung gefuhrt haben, jetzt in der umgekehrten Reihenfolge durchgefuhrt werden.
Es ist eher zu erwarten, dass eine andere Reihenfolge gewéhlt wird, dass ungtinstige
Schritte durchgefuhrt werden oder dass einer der beiden Lernpartner (oder gar
beide) etwas falsch macht. Es ist allerdings extrem unwahrscheinlich, dass die
Ausgangszeile oben und die Losung unten lGbereinstimmen, wenn sich beide
verrechnet haben.

Das Verfahren enthélt eine eingebaute Losungskontrolle: Wenn die erste Zeile und
die letzte Zeile Ubereinstimmen, waren die Umformungsschritte richtig. Anderenfalls,

so wie im folgenden Bild, beginnt eine spannende, konstruktive Fehlersuche.
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Nach der Losung wird der Zettel wieder auseinandergefaltet

x=3 |-7
7x =21 | +4
7X+4=25 ‘+—;—x

7.25x+4=25+1x |2

155x + 8 = 50+%x

15,5x+8=50+—;x | ekl

2
15x+8=50 | -8
15x =42 |:15

_42
X =35
_14
2 =E

Wo steckt der Fehler? Dabei muss die Abfolge der Aquivalenzumformungen genau
analysiert werden. Mitunter ergibt sich aus der Fehlersuche eine spontane
Gruppenarbeit, wenn das eine Partnerteam betriebsblind ist und allein den Fehler
nicht findet. Dann wird eine Nachbargruppe um Hilfe gebeten.

Das Bestechende an der Methode ist das kooperative, ganz sachorientierte Arbeiten,
der konstruktive Umgang mit Fehlern. Die Methode erfordert keinerlei

Materialaufwand.

Leistungsstarkere Schilerinnen und Schiiler stellen sich erfahrungsgemaf gut auf
leistungsschwachere Lernpartner ein. Leistungsschwache Tandems stellen sich viele
einfache Aufgaben, sinnvoll und kurz. Leistungsstarke Tandems stellen sich eher
schwierige Aufgaben. Rechenfehler und konstruktive Fehlersuche sind in allen
Konstellationen zu erwarten. In der Variante ,stille Post“ sind mehrere Personen an
der Erstellung der Aufgabe beteiligt. Hier geht es bei der Fehlersuche eher darum,
wer Schuld war, als darum, was richtig ist. Es ist deshalb eher zu der konstruktiveren
Variante der Partnerarbeit zu raten. Die Methode eignet sich fur alle

Rechenverfahren, die sich umkehren lassen, also beispielsweise:
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(x-3)(x-5) =

x2 - 5x-3x+15=

x% - 8x+15

Lése folgende Gleichung :

x2 - 8x+15=0

Aufstellen und Lésen quadratischer Gleichungen
2000 =

10000: 5 =

(4-2500):5=
(4-2500):(12-7) =
(4-(2000+ 500)):(12-7)
Berechne den Wert des Terms
(4-(2000+ 500)):(12-7)

Aufstellen und Berechnen von Termen mit Zahlen

e Multiplizieren zweier Linearfaktoren und anschliel3end Suche nach Nullstellen
bzw. Lésungen der quadratischen Gleichung,

e Entwickeln eines komplizierten Zahlenterms (,Zahlen verstecken®),

e Aufstellen und Lésen von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten,

e Primfaktoren multiplizieren und anschlieRend Primfaktorzerlegung,

e Ableiten und anschlieBend Stammfunktion suchen,

e groR3e Zahl mal kleine Zahl multiplizieren und anschlieRend Divisionsaufgabe
rechnen,

e Ausmultiplizieren und Ausklammern (einfacher Faktor und Klammer mit

Summe).

Mallas, Helmut, Zahlen verstecken — ein Fall fUr die FaltzettelImethode, in PM, Heft
35, Oktober 2010

Aquivalenzumformungen schrittweise mit dem CAS ausfiihren lassen

Ein Computer-Algebra-System kann nicht nur Gleichungen 16sen, sondern auch beim
Uben von Aquivalenzumformungen helfen. Eine lineare Gleichung wird eingetippt, z.
B 165x+8=50+7x

Die Gleichung steht nun im Algebra-Fenster des CAS. Es ist nicht intendiert, die

Gleichung mit dem Befehl SOLVE I6sen zu lassen. Vielmehr wird die Gleichung in
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Klammern gesetzt. Hinter die Klammer wird nun die Operation geschrieben, die im

(15,5x+8= 50+%x)—1x_

Term links und im Term rechts durchgefiihrt werden soll, also z. B. 2

Mit dem gleichen Befehl, der den Wert eines Terms berechnet, wird in diesem Fall

die Aquivalenzumformung ausgefiihrt.

15x + 8 =50
(15x + 8 =50) — 8
15x = 42

Das CAS verrechnet sich nicht. Es fuhrt auch Schritte aus, die nicht zum Ziel fihren.
Wenn ein Schritt anders gemeint war und nicht zum erwarteten Ergebnis fuhrt, fallt
das sofort auf.

(15x = 42) — 15

15x — 15 =27
Das Subtrahieren der 15 hat nicht den falschlicherweise erwarteten Effekt. Der Term

ist nicht einfacher, sondern komplizierter geworden.

Das schrittweise Losen von Gleichungen wird von allen géangigen Computer-Algebra-
Systemen (GeoGebra, Casio ClasPad, TI-Nspire CAS) unterstitzt. Die Methode
eignet sich im Prinzip fur die Einzelarbeit. Jedoch ist das Arbeiten in Partnerarbeit
reizvoller, weil Gber jeden Umformungsschritt und Uber jedes Ergebnis diskutiert

werden kann.

Dariliber hinaus kann das CAS im gleichen Zusammenhang genutzt werden, um
durch graphische Darstellungen ein tieferes Verstandnis fur Gleichungen zu
erzeugen. Stellt man die Gleichung im Graphikfenster dar, wird im Beispiel die

14 . .
senkrechte Gerade *~ 5 gezeichnet. Stellt man den linken Term und den rechten

Term einzeln im Graphikfenster dar, werden im Beispiel die beiden Geraden 50+3x

14
und 755x+8 gezeichnet. Sie schneiden sich an der Stelle 5. Der linke Term und der
rechte Term haben dort den gleichen Wert 51,4. Nach einer Aquivalenzumformung

gehoren zu den Termen andere Geraden, z. B. 15x + 8 und 50, die sich ebenfalls an

der Stelle 1_54 schneiden, allerdings haben beide Terme dort den Wert 50.
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Aufwand und Nutzen, Nachhaltigkeit

Wie die Aufgabenbeispiele belegen, bedeutet Intelligentes Uben nicht zwangslaufig
den massenhaften Einsatz von kopierten Aufgabenzetteln oder bunt gedruckten
laminierten Kartchen. Wenn eine Aufgabe das Bearbeiten auf dem Arbeitsbogen
erfordert, dann muss kopiert werden. Sind Arbeitsbégen nicht zum Beschriften oder
Einzeichnen konzipiert, beispielsweise Ping-Pong-Bdgen, kbnnen sie nach der
Verwendung eingesammelt und im Jahrgangsordner aufbewahrt werden. Farbig
gedruckte Aufgabenkarten mit L6sung auf der Rlckseite sollten (nach einer
Erprobungsphase in Prospekthllen) laminiert werden, sofern sie sich bewahrt
haben. Zu bevorzugen sind Materialien, die in vielen verschiedenen
Zusammenhangen einsetzbar sind, beispielsweise Geobretter oder laminierte

Kartchen mit Ziffern, die sich vielféltig einsetzen lassen.

Beispielaufgabe ,die Ziffern von 0 bis 9’

Die Schuler/innen erhalten jeweils 10 Kartchen mit den Ziffern 0, 1, 2, ... , 9 sowie
zwei Plattchen mit einem Komma. Der Auftrag lautet ,Benutze alle Ziffern, um zwei

Dezimalbriiche zu bilden, deren Summe besonders nahe an 10 liegt.”

In dieser Aufgabe wird strukturiertes Material zum entdeckenden Uben verwendet.
Die Kartchen erleichtern das schnelle Verandern der Zahlen und férdern
Diskussionen. Mit den gleichen Ziffernkartchen lassen sich viele andere Aufgaben-

und Fragestellungen bearbeiten.

In kaum einem anderen Fach wird so viel Unterrichtszeit auf das Uben verwendet
wie in Mathematik. Damit stellt sich die Frage nach dem Nutzen, zumal viele
Aufgabenstellungen eher das Interesse auf einen Zahlenwert lenken als auf den
Losungsweg. Der Loésungsweg rickt in den Mittelpunkt, wenn die Aufzeichnungen
der Lernenden direkt aus dem Heft tber einen Dokumentenpresenter fir die ganze
Lerngruppe visualisiert werden. Das bringt den Arbeitsergebnissen der Lernenden

mehr Wertschétzung entgegen als beim erneuten Anschreiben an die Tafel, es spart
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Zeit bei der Besprechung, und es hat Auswirkungen auf die Qualitat der

Aufzeichnungen in den Heften.

Die vorgestellten Aufgabenbeispiele sollen zeigen, dass beim Uben eine intelligente
Fragestellung mehr Wirkung haben kann als eine gro3e Zahl von Einzelaufgaben.
,~Jede Mathematikstunde soll den Kindern Raum zu neuen Erfahrungen und
Entdeckungen geben kénnen. Aktiv-entdeckendes Lernen kann und muss also nicht
nur in so genannten ,Einfuhrungsstunden’ stattfinden, sondern auch in
,Ubungsstunden’ “ (Wittmann / Miiller 1992).

Literatur: Leuders, Timo, Intelligent Uben und Mathematik erleben, in
Mathemagische Momente, Cornelsen 2009, S. 130 - 143
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5 Wichtige Etappen beim Erarbeiten der Leitidee L4 Funktionaler

Zusammenhang

In der Sekundarstufe | wird die Grundvorstellung des Funktionsbegriffs aufgebaut.
Vermeidungsstrategien beim Mittleren Schulabschluss sowie grof3e Probleme in der
Eingangsphase der Oberstufe zeigen, dass der Themenstrang ,Funktion® im
Unterricht besonderer Beachtung bedarf. Unter diesem Blickwinkel sollen
ausgewabhlte Situationen des Unterrichts zur Leitidee L4 in der Sekundarstufe |

betrachtet werden.

Propédeutik — frih anfangen

Die Grundlagen werden nicht erst ab Klasse 7 gelegt. Ab Klasse 5 lassen sich z. B.
beim Rechnen mit natirlichen Zahlen einzelne Aspekte des Funktionsbegriffs
vorbereiten. Es ist keine vorgezogene formale Behandlung von Funktionen intendiert,
sondern eine Propadeutik, die keinerlei besonderen Zeitaufwand erfordert, nur eine
geschickte Auswahl der Trainingsaufgaben. Neben dem Rechnen kann u. a. das

Erkennen von Mustern trainiert werden.

Kopfrechentraining auch mal mit einer ,,Black Box*“
Kopflibungen als regelmalig stattfindende Phase am Anfang einer
Mathematikstunde sind auf Dauer von erheblicher Wirkung. Eine von zahlreichen
Variationsmoglichkeiten ist, gelegentlich die Idee von Termen als ,Black Box"
einzusetzen. Dabei wird der Umgang mit natirlichen Zahlen gelbt, zugleich werden
drei Fragestellungen bearbeitet, die spater bei Funktionen relevant sind:

1. vorwarts rechnen — Bestimme zum Argument den Funktionswert,

2. rUckwarts rechnen — Bestimme aus dem Funktionswert das Argument,

3. wie lautet die Rechenvorschrift? — Bestimme den Funktionsterm!
Diese drei Fragestellungen bereiten den Zuordnungsaspekt der Funktion vor.
Interaktive computeranimierte ,Funktionsmaschinen® ahnlich der Abbildung bietet die
Internetseite http://www.lehrer-

online.de/funktionsmaschine.php?sid=90839863507379136241979137914900.
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Zahlenfolgen als Ubungsmaterial

Zahlenfolgen werden gerne als Ubungsmaterial eingesetzt. Wer hindert uns daran,
statt der tUblichen Notation a3 fiir das dritte Glied einer Zahlenfolge a(3) zu
schreiben? Zahlenfolgen sind Funktionen mit den natirlichen Zahlen als

Definitionsbereich.

vy v vy
Nummern|1|2|3|4|5|5|..|
Fo/genglieda(n)l 1 | 2 | 3 | 5 | 8 | 13| . |
A A A s A s A
FY Y F 3+
+1h [+1. [+T) [+1)
A/ v v v
Nummer n |1|2|3|4|5| ’k|
Folgenglied b(n)| 0 | 3 | 8 [ 15| 24 | - [x2_4
M o Mo

+3) (+6Y (+7Y (+9)

Untersucht man die Differenzen benachbarter Folgenglieder, ergibt sich bei der
Fibonacci-Folge a(n) wieder die Fibonacci-Folge a(n). Bei der Zahlenfolge b(n) treten
als Differenzen die ungeraden Zahlen auf. So bereitet das Arbeiten mit dem
rekursiven Bildungsgesetz einen wichtigen Aspekt vor: Wie &ndern sich die
Funktionswerte, wenn sich die Argumente &ndern, z. B. beim VergroéRern in
Einerschritten? Die gleiche Schreibweise mit Operatoren an Tabellen wird immer
wieder verwendet, beim Dreisatz, beim umgekehrten Dreisatz und spater beim

exponentiellen Wachstum. Als Operatoren treten dabei alle Grundrechenarten auf.

Man betrachte die Zahlenfolge c(n). Die gleiche Darstellung mit Operatorpfeilen sollte
spater bei der linearen Funktion f(x) = 2x + 3 genutzt werden. Wenn die Argumente
in Einerschritten vergroRert werden, erhdhen sich die Funktionswerte in Schritten der

Grofe m.
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[+Th (+1) (+1) [+1

v v v v
Nummern | 0| 1| 2| 3| 4] « |
Folgengliedc(n)l 5 | 7 | 9 | 11 I 13| I2-k+5|
L A A A A

+27 (+2) (+2) (+2

Man kann an Eigenschaften der proportionalen Zuordnung anknipfen und erhélt die
Steigung. Das Verdoppeln, Verdreifachen der Argumente hat bei linearen Funktionen
nicht die gleichen Auswirkungen wie bei proportionalen Funktionen. Aber man kann
wie beim Dreisatz rechnen, wenn man vorher den konstanten Summanden, den

Achsenabschnitt, subtrahiert.

Fur viele Zahlenfolgen lasst sich eine geschlossene Formel angeben, dies bereitet
das Arbeiten mit Funktionstermen vor. Flr diesen Aspekt ist es wichtig, eine

Wertetabelle mit zwei Zeilen anzulegen. Diese sollte mit n = 0 beginnen.

Hinweise zum Einsatz der Tabellenkalkulation beim Arbeiten mit einfachen

Diagrammen

Ereignis: rot
Haufigkeit: 4

Ereignis: grin
Haufigkeit: 7

Ereignis: gelb
Haufigkeit: 4

Ereignis: blau
Haufigkeit: 5

Das Arbeiten mit einfachen Diagrammen schult wichtige Fertigkeiten und
Kompetenzen wie das Entnehmen einzelner Daten, das Lesen sowie das
Interpretieren kompletter Diagramme, oder umgekehrt das Erganzen vorgegebener
Diagramme oder das eigenstandige Erstellen von Diagrammen. Zugleich ist das

Arbeiten mit einfachen Diagrammen eine wichtige Propadeutik fir den Umgang mit
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Funktionen. An dieser Stelle sollen ein paar Hinweise gegeben werden, die
insbesondere beim Einsatz der Tabellenkalkulation die Anschlussfahigkeit an das
Arbeiten mit reellen Funktionen erleichtern.Wenn es nur eine Spalte mit Daten gibt,
bezeichnet die Tabellenkalkulation bei diesen einreihigen Diagrammen die
Rechtsachse als Rubrikenachse. Im Prinzip ist die Anordnung der Beschriftungen rot,
blau, gelb und griin beliebig. Werden keine Beschriftungen angegeben, vergibt die
Tabellenkalkulation Nummern. Diese sind auf der Achse der Gro3e nach
angeordnet, aber ihre Position bereitet bei naherer Betrachtung Probleme: Sie ist

nicht vertraglich mit den Konventionen fir einen Zahlenstrahl.

Bei dieser Einteilung bereitet die Position der Saulen auf der Rubrikenachse kein

Problem:

rot grin gelb blau

Bei Saulendiagrammen ist Beschriftung der Rechtsachse nicht immer vertraglich mit

den Konventionen fir einen Zahlenstrahl:

Anstelle von Saulen kénnen auch Punkte gezeichnet werden, die als Streckenzug
verbunden werden (,Fieberkurve’, Diagrammtyp ,Linie’). Wenn beispielsweise die
Zahlen 1, 2, 3 und 4 fur vier Ereignisse stehen und die Saulenh6hen deren absolute
Haufigkeiten reprasentieren, dann ist das Verbinden nicht sinnvoll. Das Gleiche gilt,

wenn die Funktionswerte Messwerte sind und wenn ein Nachmessen oder
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Nachrechnen von Werten, die zwischen zwei Punkten liegen, unmdglich oder
spekulativ ware. Im Ubrigen ist der Diagrammtyp ,Linie’ generell ungeeignet fiir das
Zeichnen reeller Funktionen. Dazu muss die Tabelle zwei Datenspalten aufweisen,
und als einziger Diagrammtyp eignet sich die Option ,Punkt XY’ fur zweireihige
Diagramme. Hier gibt es dann die Optionen, einzelne Punkte oder einen Streckenzug
zeichnen zu lassen oder eine Kurve, auf der die Punkte liegen. Im Unterricht muss
inhaltlich diskutiert werden, unter welchen Bedingungen welche Darstellung sinnvoll

ist.

Der Diagrammtyp ,Linie’ eignet sich nur fur einreihige Diagramme, nicht fur reelle

Funktionen:
8
5 A\
) / \/
2
0 T . : ]
1 2 3 4

Das folgende Bild zeigt ein Histogramm. Die Rechtsachse korrekt als Zahlenstrahl
eingeteilt, Sdulen der Breite 1 liegen mit der Mitte auf ganzzahligen Stellen. Diese
Darstellung wird von der Tabellenkalkulation nicht ohne besondere Einstellungen

erzeugt, ware aber als Denkanstol3 mit Blick auf stochastische Verteilungen

wlnschenswert:

98



Leitfaden zu den Fachanforderungen Mathematik Sekundarstufe |

Fullstandsgraphen — der Einstieg

Das experimentelle Aufnehmen von Fillstandsgraphen ist als Einstiegsaufgabe
besonders geeignet, um eine Grundvorstellung vom Begriff der Funktion aufzubauen.
An verschiedenen GefalRen wird durch Beflllen mit Wasser der Zusammenhang

zwischen eingefilltem Volumen und Fillhéhe (oder umgekehrt) gemessen.

Eine Kollektion von GlasgefaRen kann aus der naturwissenschaftlichen Sammlung
oder aus dem Haushalt zusammengestellt werden. Bendtigt werden auf3erdem
Messzylinder, Lineale, Vorratsbehalter fir Wasser sowie Tucher — und viel Zeit. Den
Zeitbedarf von zwei Unterrichtsstunden werden manche Lehrkrafte skeptisch

abwéagen und lieber sofort mit vorgegebenen Abbildungen arbeiten.

»otellt euch mal die abgebildeten Gefalde vor! Welche Kurve passt zu welchem
Gefall?“ — mit einem Einstieg Uber vorgegebene Fillstandsgraphen wirde ein Teil
der Lernenden von vornherein vom Aufbau einer Grundvorstellung ausgeschlossen.
Fur viele Lernende ist das Arbeiten auf der enaktiven Ebene Voraussetzung fir einen
Zugang auf der ikonischen Ebene. Es ist also entscheidend, die Messungen
tatsachlich ausfuhren zu lassen und aus den Messwerten tatsachlich Graphen
erstellen zu lassen, von Hand und mit der Tabellenkalkulation. Die
Handlungsorientierung ermaoglicht einem gréReren Teil der Lernenden, einen
Zusammenhang zwischen der Realsituation und den drei Darstellungsformen
Tabelle, Graph, Text herzustellen. Die vierte Darstellungsform, ein Funktionsterm

des Fullstandsgraphen, wird fur das Lernen zu diesem Zeitpunkt nicht benotigt.

Mogliche Vorgehensweise:

Fullen des Gefal3es mit einer im Messzylinder abgemessenen Wassermenge,
Messen der Fullhéhe

Kommentar:

Volumen als unabhangige Variable, Fullh6he als abhangige Variable. Vorteil: Die
Hohe erscheint sowohl im Gefal? als auch im Diagramm als Lange einer vertikalen
Strecke.
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Mogliche Vorgehensweise:

wie in Punkt 1, aber sukzessives Fillen des Gefalies aus kleinen Glasern,
Abzahlen der Glaser als Mal fiur das Volumen, Messen der Fullhdhe

Kommentar:

Anzahl der Glaser als unabhangige Variable, Fullhdhe als abhangige Variable. In
naturlicher Weise stellt sich die Frage des Interpolierens (was ist in der Mitte?), die
fur das Verbinden von Punkten relevant ist. Eine Uberpriifung durch halb gefiillte

Glaser ist moglich.

Mdogliche Vorgehensweise:

Flllen des Gefal3es bis zu einer bestimmten Hohe, Ausgiel3en der eingefullten
Wassermenge in einen Messzylinder

Kommentar:

Fullhdhe als unabhangige Variable, Volumen als abhangige Variable. Experimentell
einfach, aber im Diagramm erscheint die Fullhéhe (vertikale Strecke) auf der

Rechtsachse als horizontale Strecke.

Mogliche Vorgehensweise:

Einstellen einer konstanten Zuflussrate, Messen der Zeit und der zugehorigen
Fallhéhen

Kommentar:

Der Wert des Volumens ist nicht direkt bekannt, sondern wird indirekt aus der Zeit
erschlossen.

Experimentell anspruchsvoll; unnétiger Zeitdruck

Vor Beginn der Messung sollten die Lernenden in ihren Gruppen den erwarteten
Verlauf des Fullstandsgraphen (Prognosegraph) skizzieren. Dadurch kann die
spatere Diskussion zum tatsachlichen Verlauf der Graphen intensiviert werden. Bei
der Durchfihrung des Experiments sind die ersten beiden Vorgehensweisen (siehe
obige Liste) zu bevorzugen. Die vierte Differenzierungsmdglichkeit (siehe untere
Liste) gibt Anlass, die Form von Gefal3en und das Aussehen von Fllstandgraphen

zu diskutieren.
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Differenzierungsmaéglichkeit:
eigenstandige Planung und Ausfuhrung in Gruppenarbeit
Kommentar:

erfordert Zeit und seitens der Lehrkraft viel Geduld

Differenzierungsmoéglichkeit:
Vorschlagen méglicher Vorgehensweisen als Tipp
Kommentar:

soll nicht auf eine bestimmte der vier oben genannten Méglichkeiten einengen

Differenzierungsmoglichkeit:
Vorgabe einer leeren Tabelle
Kommentar:

spart Zeit, gibt aber die unabhangige Variable vor

Differenzierungsmaéglichkeit:

Vorgabe eines gedruckten Koordinatensystems sowie einer Tabelle, die bereits
Fullhéhen gleicher Schrittweite vorgibt

Kommentar:

spart Zeit, nimmt aber eine Lernmdglichkeit beim eigenstandigen Skalieren der

Achsen

Differenzierungsmoglichkeit:

fur einzelne Gruppen unterschiedliche Formen der Gefal3e sowie eine
unterschiedliche Anzahl von Gefalien

Kommentar:

sinnvolle Variation von Schwierigkeitsgrad und Umfang, Anlass zum Lesen fremder

Diagramme

Die Form des Gefal3es bestimmt offenbar die Form des Graphen. Der Graph wird als
ein Objekt wahrgenommen. Die sprachliche Beschreibung des Graphen und die
Erlauterung des Zusammenhangs mit der Form des Gefal3es entwickelt die

Kovariationsvorstellung von funktionalen Zusammenhéangen: Wie viel mehr Wasser
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ist erforderlich, um bei einem bestimmten Fillstand die Fillhdhe um einen

bestimmten Wert zu erhdhen?

Nach diesem durch reale Messungen handlungsorientierten Zugang zur Tabelle und
zum Graphen kdnnen auch mathematisch simulierte Fillstandsgraphen zu
idealisierten Silhouetten von Gefal3en betrachtet werden. Es ist eine anspruchsvolle
Aufgabe, Gefal3e und Graphen einander zuzuordnen. Dazu ist die Kompetenz

erforderlich, einen Graphen zu lesen und zu interpretieren.

Fullhéhe
Fillhohe

Wassermenge Wassermenge

Fillhohe

Fullhéhe

Wassermenge Wassermenge

Fullhéhe

Flllhéhe

Wassermenge Wassermenge

Abbildung: mathematisch simulierte Fullstandsgraphen zu idealisierten Silhouetten

von Gefallen

,Eine tragfahige Grundvorstellung des Funktionsbegriffs ist durch reichhaltige

Situationen aufzubauen und darf nicht durch einen zu schnellen Ubergang auf
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proportionale, lineare und antiproportionale Funktionen abgekiirzt werden. Dem
erhohten Abstraktionsgrad sollte hier Rechnung getragen werden.“.

Dazu eignen sich auch Aufgaben wie ,Badewannengeschichten® (Produktive
Aufgaben fur den Mathematikunterricht, Wilfried Herget), ,Segelbootrennen®,
Trainingskurven“ (www.igb.hu-berlin.de/bista/teach/lern_ma) oder ,Funktionsgraphen
laufen®. Sie motivieren das Lesen und Interpretieren von Graphen ohne dass zu

diesem Zeitpunkt ein Funktionsterm bekannt oder erforderlich ist.

Erst nach dieser Einfihrung kommen die besonderen Funktionsklassen ins Spiel, die
sich auch durch relativ einfache Terme beschreiben lassen. Dabei kann das
Rechnen mit Dreisatz oder umgekehrtem Dreisatz an Tabellen durchaus schon
vorher bekannt sein; proportionale Zusammenhange kénnen auch unabhangig vom
Arbeiten mit Funktionsgraphen gut Uber Tabellen eingefiuhrt werden. Aber nun kann
die Fillstandskurve von Zylindern oder Quadern als Prototyp aller proportionalen
Funktionen angesehen werden — je grof3er die Grundflache, desto geringer die

Steigung des Graphen, wenn die Fullhdhe als unabhangige Variable verwendet.

Die vier Gesichter einer Funktion — die Darstellungsformen

Die Funktionen der Schulmathematik kdnnen durch Tabellen, Graphen, Terme oder
als Text dargestellt werden. Dabei hat jede Darstellungsform ihre spezifischen Vor-
und Nachteile, z. B. gibt der Graph einen guten Uberblick, aber Tabellenwerte sind
genauer. Die Verwendung aller Darstellungsformen und das situationsgerechte

Wechseln zwischen ihnen missen beherrscht werden.

: Die vier Darste]lungsformen einer Funktion
Sprache /
: 2 Tabelle
Situation N —

Realsituation / Experiment
Aus einem Schlauch spritzt x| 0|15] 3|45| 6
Wasser schrég nach oben. h(x)) 0 | 23| 3 23| 0

An einzelnen Punkten des
Wasserstrahls werden
152
x und h gemessen. h(x) = -3 x% +2x
» x: horizonaler Abstand von

der Dise

.w h: Hbhe oberhalb der Diise .ﬂ

Der Wasserstrahl sieht
wie ein Bogen aus.
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Insbesondere Lernaufgaben, bei denen experimentell oder wenigstens mit Fotos
gearbeitet wird, geben in natirlicher Weise Anlasse zum Wechsel zwischen den

Darstellungsformen. Die Liste gibt ein paar Anregungen fur mogliche Experimente.

Funktionstyp: proportionale Funktion
in einem Experiment werden bestimmt:

Stuckzahl gleichartiger Schrauben und Gesamtgewicht

Funktionstyp: lineare Funktion
in einem Experiment werden bestimmt:
in zylindrische / quaderférmige Gefal3e eingefiillte Wassermenge und

Gesamtgewicht

Funktionstyp: lineare Funktion

in einem Experiment werden bestimmt:

der Boden zylindrischer oder quaderformiger Gefalte wird mit ,intelligenter Knete*
ausgefullt, wie bei der Einfihrung der Funktionen werden Fullstandsgraphen

aufgenommen

Funktionstyp: quadratische Funktion
in einem Experiment werden bestimmt:

Seitenlange von Quadraten aus leichtem Karton und Gewicht

Funktionstyp: quadratische Funktion (Anndherung)
in einem Experiment werden bestimmt:

Durchhangen eines Seils

Funktionstyp: kubische Funktion
in einem Experiment werden bestimmt:

Durchmesser und Masse von Stahlkugeln

Das dynamische Geometriesystem bietet die Mdglichkeit, Gber das Foto einer
Realsituation (z. B. Brlickenbogen) einen Funktionsgraphen zu legen. Der

Funktionsterm kann Parameter enthalten wie p(x) =a - (x—d)2 + e
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oder f(x) =a - x2+ b - x + ¢, die Uber Schieberegler manipuliert werden, bis der

Funktionsgraph die gewtinschte Form nachbildet.

Auch unabhangig von realen Experimenten muss der Darstellungswechsel immer
wieder geiibt werden. Entsprechende Ubersetzungsaufgaben sind kein Selbstzweck,

sondern schaffen eine Voraussetzung fur das Modellieren mit Funktionen.

| sche Tatiakeiten bei hsel d I :

Sprache, Realsituation zu Sprache, Realsituation: keine
Sprache, Realsituation zu Tabelle: Werte (er)finden
Sprache, Realsituation zu Graph: Skizzieren, Zeichnen

Sprache, Realsituation zu Term: Situation algebraisch beschreiben

Tabelle zu Sprache, Realsituation: Lesen, Wertepaare suchen, interpretieren
Tabelle zu Tabelle: keine
Tabelle zu Graph: Punkte einzeichnen

Tabelle zu Term: Term aufstellen: gezieltes Probieren, Variablenbestimmung

Graph zu Sprache, Realsituation: Beschreiben, Interpretieren

Graph zu Tabelle: Werte ablesen

Graph zu Graph: keine

Graph zu Term: Term aufstellen: gezieltes Probieren, Variablenbestimmung

Term zu Sprache, Realsituation: Terme interpretieren
Term zu Tabelle: Werte berechnen

Term zu Graph: Skizzieren, evtl. Zeichnen

Term zu Term: keine

nach PM Heft 2 2005
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Einfihren einer neuen Funktionsklasse
Bei der Planung zur Einfuhrung einer neuen Funktionsklasse sind die folgenden

Voruberlegungen hilfreich.

1. Welche Realsituationen gibt es, die sich durch die Funktionsklasse
beschreiben lassen?

Wie sieht der einfachste Vertreter dieser Klasse aus?

Wie sieht der Funktionsterm einer Funktion dieser Klasse aus?

Kann er in verschiedenen Formen geschrieben werden?

Wenn ja, welche Vor- und Nachteile haben diese verschiedenen Formen?

Welche Bedeutung haben die Parameter im Funktionsterm?

N o gk~ Db

Wie kdnnen die Bedeutungen dieser Parameter veranschaulicht /

begrindet werden?

o

Wie sieht der typische Graph einer Funktion der Klasse aus?

9. Welche charakteristischen Eigenschaften haben die Funktionen dieser
Klasse?

10.Wie kann man diese Eigenschaften an Funktionsterm, Tabelle und Graph
veranschaulichen / erkennen?

11.Wo liegt der grundsatzliche Unterschied zu schon vorher behandelten
Funktionsklassen?

12.Wie kann man aus einem ,Prototypen® einer Funktion dieser Klasse
andere Vertreter gewinnen?

13.Welche Bedeutung haben Kenntnisse dieser Funktionsklasse fir das

Losen von bestimmten Gleichungen?

Quelle: Oliver Thomsen, IQSH
Die lineare Funktion

Die lineare Funktion ist ein fur alle Anforderungsebenen verbindlicher

Lerngegenstand.
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Folgt man dem Vorschlag dieses Leitfadens, dann kntpfen die linearen Funktionen
unmittelbar an die Auseinandersetzung mit den Fullstandsgraphen von Prismen an.
Dabei geht es darum, den Zusammenhang zwischen der Grundflache und der
Anderung des Fiillstandes beim Einfiillen gleich groRer Portionen zu erkennen. Das
eroffnet einen enaktiven Zugang zum Steigungsbegriff, der durch das Anlegen von
laminierten, ausgeschnittenen Steigungsdreiecken an den Fullstandsgraphen
zusatzlich verdeutlicht wird. Der numerische Aspekt der schrittweisen Zunahme des
Arguments um 1 (Anzahl der eingefillten Portionen) schliel3t unmittelbar an die

Zahlenfolgen als Ubungsmaterial aus Jahrgangsstufe 5 an.

R ‘+1 ‘w’

(+m

N+1) |

| AN

/ 1 X

Diese Darstellung von Operatoren ist vom Arbeiten mit Wertetabellen bekannt; hier

stellt sie den Zusammenhang zum Steigungsdreieck her.

Vor dem Einfiillen des Wassers wird ,intelligente Knete“ eingebracht, auf diese
Weise wird der Boden der Gefél3e erhoht. Mit der Erhéhung des Prismenbodens
durch ,intelligente Knete“ findet eine lineare Zunahme aller Funktionswerte statt, die

durch das lineare Glied b in der Funktionsgleichung f(x) = m - x + b beschrieben wird.
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YL

Fullstandsgraph eines Prismas ohne Bodenerh6hung. Das Anlegen der laminierten
Steigungsdreiecke zeigt an, wie sich der Fullstand durch das Einflillen einer bzw.

mehrerer gleich groRer Portionen andert.
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Flllstandsgraph eines Prismas mit Bodenerhéhung
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einfache quadratische Funktionen als Gegenbeispiel zu linearen Funktionen
Die besondere Bedeutung des linearen Wachstums wird erst deutlich, wenn es
Gegenbeispiele gibt, also Graphen, die nicht geradlinig verlaufen. Die Graphen
antiproportionaler Zusammenhange sind Hyperbeln; sie sind auf der grundlegenden
Anforderungsebene wegen des komplizierten Zahlenmaterials weniger gut
handhabbar. Jedoch kdnnen einfache Parabeln im Zusammenhang mit linearen
Funktionen auch auf der grundlegenden Anforderungsebene als Gegenbeispiel
dienen. Dabei knipft man an die schon in Jahrgangsstufe 5 mdglichen Zahlenfolgen
mit Quadraten im Term an. Wohlgemerkt: Quadratische Funktionen sind kein
verbindlicher Inhalt fir die grundlegende Anforderungsebene. Allerdings lasst sich
auf diese Weise das gemeinsame Lernen in Jahrgangsstufe 8 und 9 gewinnbringend

fur alle Anforderungsebenen gestalten.

Ergénze die fehlenden Zahlen in der Tabelle.

(92 ]
o

X 5 4 3 2 1 0 1 2 3 \ 4

y 9 4 0 1 4 9 | 81

x und y sind die Koordinaten von Punkten. Lege Chips auf die entsprechenden Punkte im Koordinatensystem

Als Material werden Flipchart-Bogen mit Rechenkéastchen-Aufdruck sowie Plastik-
Chips benétigt. Schulhefte mit Rechenkastchen sind zu klein fur die Chips und
gestatten keine Gruppenarbeit. Die Lehrkraft hat ein Koordinatensystem vorbereitet.

Mit Hilfe der Tabelle ist die Aufgabe auch der Anforderungsebene des ESA
zuganglich. Eine wichtige Voraussetzung ist die Pflege der in Klasse 5 erarbeiteten

Quadratzahlen durch regelmaflige Kopfluibungen.

Uber die Frage, ob die gelegten Chips durch geradlinige Strecken verbunden werden
sollten, kann das Einsetzen der halbzahligen Stellen wie 1,5 motiviert werden. Die

Chips in den entsprechenden Punkten werden in einem zweiten Durchgang gelegt.

Erganze die fehlenden Zahlen in der Tabelle.

X 5 4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 9

y 25 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25 36 81

x und y sind die Koordinaten von Punkten. Lege Chips auf die entsprechenden Punkte im Koordinatensystem.
Die Punkte haben ganzzahlige Koordinaten. Stellen Geraden dar, die zwei dieser Punkte verbinden
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Insbesondere wenn nur die Chips gelegt wurden, die Punkte mit ganzzahligen
Koordinaten markieren, lassen sich viele Geraden mit ganzzahliger Steigung und
ganzzahligem Achsenabschnitt finden. Das Legen der Geraden mit Holzstaben ist
gunstiger als das Zeichnen, weil es Veranderungen zulasst. Bei solchen

Veranderungen bietet das Hantieren mit den Materialien Anlasse zum Verbalisieren.

Die Ausgangssituation erlaubt viele lehrreiche Variationen der Aufgabenstellung,
z. B.
e Gib mindestens drei Geraden an, die Uber zwei Chips liegen und durch den
Punkt (0| 2) gehen.
e Die Gerade in der Abbildung rechts hat die Steigung 2. Gib mindestens drei
Geraden an, die tiber zwei Chips liegen und durch den Punkt (0 | 2 ) gehen.
e Gibt es eine Gerade, die durch den Punkt ( 0 | =1 ) geht und auRerdem tber
zwei der ausgelegten Chips liegt?
Gib ein Beispiel an.
e Gibt es Geraden, die Uber zwei Chips liegen und parallel zur x-Achse liegen?

Gib ein Beispiel an.

Die mathematische Situation erlaubt das Wiederaufgreifen der laminierten
Steigungsdreiecke und ladt zu einem Vergleich ein. Bei den Geraden ist es
gleichgiltig, in welchen Punkten man das Steigungsdreieck anlegt. Man kann das
Steigungsdreieck an der Geraden entlang schieben — die Gerade hat tUberall die
gleiche Steigung. Setzt man verschieden grof3e, zueinander éhnliche
Steigungsdreiecke an, so lassen sie sich ungeachtet ihrer Grof3e Uberall an der
Geraden passend anlegen. Die Besonderheit der konstanten Steigung wird im
Vergleich zu anderen Graphen deutlich, die diese Eigenschaft nicht besitzen. Die
Geraden, die tber zwei Chips liegen, legen auch fur die Parabel das Einzeichnen
oder Anlegen eines Steigungsdreiecks nahe. Die Steigung, deren Wert mit dem der
gelegten Geraden Ubereinstimmt, ist sowohl vom Abstand der beiden Punkte (Chips)

abhangig als auch von deren Lage auf der Parabel.
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Anmerkungen zur Schreibweise von Funktionen

In den Fachanforderungen sind nur wenige Vorgaben flr eine bestimmte formale
Schreib- oder Sprechweise enthalten, die wichtigsten betreffen Funktionen. Die
Bedeutung dieser Vorgabe soll an einem Beispiel erlautert werden.

Die quadratische Funktion f soll durch die Gleichung f(x) = x2 — 2x bestimmt sein. Im
Vergleich zur Schreibweise y = x2 — 2x kann aussagekratftiger formuliert werden:
Wahrend die Gleichung y = 3 offen lasst, an welcher Stelle die Funktion den Wert 3
hat, erkennt man dies aus f(-1) = 3 (lies: “f von —1 gleich 3 oder ,f hat an der Stelle —
1 den Wert 3%).

Die Begriffe Stelle und Wert bzw. Argument der Funktion (bitte nicht x-Wert) und
Funktionswert sollen sprachlich klar zu unterscheiden ein. Wird damit erst in der
Einfihrungsphase der Oberstufe begonnen, haben die Lernenden mit einer
scheinbar lacherlich einfachen Sprechweise Probleme — sie lesen ,f x“ und haben
keine Vorstellung von der Bedeutung. Warum erst y einiben, auf Informationen
verzichten und spater diese Schreibweise wieder ausléschen und mit viel Mihe eine
andere einiben?

Die Funktionen heil3en f, g oder h. Die vertikale Achse wird mit y bezeichnet, denn es
gilty = f(x) und y = g(x). Aus sachlichen Griinden kann man von dieser Schreibweise
kann durchaus abweichen. Interpretiert man beispielsweise das Gleichungssystem

2x-y=-3
3x-y=-2

graphisch, missen die zugehdrigen Geraden nicht als g(x) = 2x + 3 und h(x) = 3x +2
angesprochen werden, y = 2x + 3 und y = 3x + 2 sind im Zusammenhang mit diesem

Gleichungssystem angemessener.

Die Sinusfunktion ist die erste Funktion in der Schulmathematik, die nur als Funktion
angesprochen werden kann, weil sie sich nicht ohne weiteres auf die vier
Grundrechenarten zuriickfihren lasst. Man schreibt sin(x) und sollte die
Funktionsschreibweise auch bei trigonometrischen Berechnungen konsequent

beibehalten, also nicht sin30° schreiben, sondern stets sin(30°).

Bei einfacheren Funktionen dagegen erschwert die traditionelle Schreibweise der
Algebra, die hier keineswegs in Frage gestellt werden soll, beim Lesen des Terms

das Erkennen der Funktion als ein Objekt.
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Man schreibt vollkommen uneinheitlich a(x) = 1/x , q(x) = x2,

b(x) = | x | oder w(x) = Vx. Wo liegt das Problem?

Wenn man das Argument verdoppelt, dann ist bei sin(2 - x) klar erkennbar, dass x
durch 2 - x ersetzt wird.

Bei q(x) = x2 fehlen die Klammern; es ist schwieriger, q(2 - xX) = (2 - x)2 fehlerfrei zu
notieren, der Fehler 2 - x2 ist naheliegend. Die Tabellenkalkulation Gbrigens
akzeptiert die Schreibweise Wurzel(), Betrag(), sin(), allerdings nicht Quadrat() oder
Kehrwert(). In der traditionellen Schreibweise der Algebra umfassen am ehesten die

Betragsstriche sowie die Wurzel das Argument der Funktion wie eine Klammer.

geometrische Veranderungen am Graphen

Die Fachanforderungen verlangen fur die Anforderungsebene des MSA, dass die
Lernenden den Zusammenhang zwischen speziellen Verdnderungen des
Funktionsterms und geometrischen Abbildungen des Graphen beschreiben kdnnen.
Dazu kann das dynamische Geometriesystem als didaktisches Werkzeug eingesetzt

werden. Die derzeit besten Eigenschaften hat hier GeoGebra.

Definiert man beispielsweise die Funktion f als f(x) = x2,
|&sst sich der Graph durch ,Anfassen” mit dem Mauszeiger verschieben. Der Term in

der Algebra-Ansicht andert sich entsprechend.

Vor allem aber akzeptiert das DGS auch die Eingabe f(x — 4) und zeichnet den um
vier Einheiten nach rechts verschobenen Graphen. In der Algebra-Ansicht wird zu
diesem Graphen eine neue Funktion h(x) definiert.

Der Grund fur die moglicherweise unerwartete Verschiebung nach rechts kann durch
Hinzuziehen einer Wertetabelle untersucht werden. GeoGebra bietet mit der Ansicht

,Tabelle’ die Moglichkeit wie mit einem Tabellenkalkulationsprogramm zu arbeiten.
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Algebra-Ansicht Graphik-Ansicht  any DGS
freie Objekte

f(x) = x2
abhéngige Objekte

g(x)=x2 +4

= 2 i ' i } ' i I
Ax)= (x=4) 2o\ 7T 2 3 )4 5 6

p(x)=(x-2)? - 4 2t

In der gleichen Weise konnen f(x)-2, f(2*x), f(x/2), —f(x) und f(—x) untersucht werden.
Durch einfaches Andern der Definition in f(x) = 0,5* x oder f(x) = 0,5* x+1 sowie
f(x)=sin(x) kann das gesamte Untersuchungsprogramm auf andere Funktionsklassen

Ubertragen werden.

In Bezug auf diese geometrischen Verdnderungen des Graphen hat die
Sinusfunktion im Vergleich zu allen anderen in der Sekundarstufe | behandelten
Funktionsklassen ein Alleinstellungsmerkmal. Nur bei der Sinusfunktion ist ein
Unterschied zwischen einer Streckung in y-Richtung und einer Stauchung in x-
Richtung beobachtbar. Bei Parabeln beispielsweise lasst sich die gleiche Verformung
sowohl durch eine Streckung in y-Richtung als auch durch eine Stauchung in x-

Richtung (mit einem anderen Faktor) erreichen.

Funktionsklassen vergleichen

Wenn man das Argument einer Funktion verdoppelt, also x durch 2 - x ersetzt,
verdoppelt sich bei der proportionalen Funktion auch der Funktionswert, formal
geschrieben f(2-x)=2-f(x). Wenn man das Argument in gleich grof3en Schritten der
Grolie Ax vergrolert, dann vergrofRert sich bei der linearen Funktion der
Funktionswert in gleich groRen Schritten Ay. Bei der proportionalen Funktion gilt
sogar, formal geschrieben, f(x+Ax)=f(x)+f(Ax). Diese Eigenschaften werden intuitiv

bei der Dreisatzrechnung verwendet.

In einer typischen Fehlvorstellung werden diese Eigenschaften der proportionalen

Funktion auch anderen Funktionen zugeschrieben, beispielsweise V9+16 = V9 + V16
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oder (a+b)2 = a2+b2. Im Unterricht sollten die Besonderheiten der jeweiligen
Funktionsklasse als Besonderheit hervorgehoben und an geeigneten
Lerngegenstanden durch Gegenbeispiele von anderen Funktionen abgegrenzt

werden.

Beispielsweise konnen die ,Formeln® fur den Kreisumfang und fur die Kreisflache
auch als proportionale bzw. als quadratische Funktion verstanden werden. Fur eine
proportionale Funktion der Form f(x) = k-x gilt f(2-x)=2-f(x). Fur eine quadratische
Funktion der Form f(x) = a-xz gilt dagegen. f(2-x)=22-f(x). Verdoppelt man den Radius
eines Kreises, dann verdoppelt sich die Lange der Kreislinie, aber der Inhalt der

Kreisflache vervierfacht sich.

In der gleichen Weise soll der Unterricht an geeigneten Stellen vergleichende

Betrachtungen anstellen und zur Vernetzung von Inhalten beitragen.
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6 Simulation von Zufallsexperimenten mit Hilfe von

Tabellenkalkulationen

Die Fachanforderungen Mathematik stufen die Einfihrung in die Tabellenkalkulation,
die Analyse und das eigenstandige Schreiben von mit Zellbeztigen rechnenden
einfachen Dateien als verbindliche Unterrichtsgegenstande ein. Sie sehen in diesem
digitalen Werkzeug auch ein Mittel zum Auswerten und zum Darstellen von Daten.
Fur die Leitidee Daten und Zufall wird auf den Vorteil hingewiesen, eine grof3e
Anzahl von Versuchen simulieren und auszuwerten zu kénnen, um so eine

Annaherung an die Wahrscheinlichkeit zu ermdglichen.

Einfache Simulationen

Einfache Simulationen stellen einen guten Anlass dar, grundlegende Erfahrungen mit
Tabellenkalkulation zu vermitteln. Im Folgenden werden entsprechende
Mdoglichkeiten beschrieben.

Die einfachste Art des Generierens einer Zufallszahl liefert die Tabellenfunktion
ZUFALLSZAHLY().

A
Eingabe. 1 =ZUFALLSZAHL()

A
Ergebnis. 1 0,877264222

Das Ergebnis ist eine Zahl im Bereich von 0 bis kleiner als 1. Dricken der F9-Taste
bewirkt eine Neugenerierung. Bereits mit diesem kleinen Experiment wird ein

motivierender Einstieg fir die Schilerinnen und Schiiler erreicht.

Es liegt nahe, als nachstes das Wurfeln mit einem Wiurfel zu simulieren. Bei aktuellen
Tabellenkalkulationsprogrammen steht die Funktion
ZUFALLSBEREICH(untere_Zahl;obere_Zahl) zur Verfigung.

A

Eingabe' 1 =ZUFALLSBEREICH(1;6)
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A
Ergebnis: ! 2

In diesem Zusammenhang kann — ggf. differenzierend — auch die Wirfelsimulation
mit Taschenrechnern erarbeitet werden, die oft nur Zufallszahlen im Bereich von 0
bis 0,999 liefern und Uber eine Funktion zum kaufménnischen Runden verfuigen. Ein
maogliches Ergebnis ist das folgende Verfahren (mit Wahrscheinlichkeiten von 0,167

bzw. 0,166 fur die verschiedenen Augenzahlen):

e Zufallszahl generieren (Ergebnis: 0,000 bis 0,999)
e mit 6 multiplizieren (Ergebnis: 0,000 bis 5,994)
e 0,5 addieren (Ergebnis: 0,500 bis 6,494)

e auf die Einerstelle runden (Ergebnis: 1 bis 6)

Die Simulation des Wiirfelns mit zwei Wirfeln bietet Anlass zum Rechnen mit

Zellbezugen:

A B C
1 Augenzahl 1 Augenzahl 2 Augensumme
2 =ZUFALLSBEREICH(1;6) =ZUFALLSBEREICH(1,6) =A2+B2

Beim Kopieren der zweiten Zeile kann deutlich gemacht werden, dass die
Tabellenkalkulation hier relative Zellbeziige annimmt, sodass die Zeilenindices in

Spalte C automatisch angepasst werden:

A B C
1 Augenzahl 1 Augenzahl 2 Augensumme
2 =ZUFALLSBEREICH(1;6) =ZUFALLSBEREICH(1;6) =A2+B2
3 =ZUFALLSBEREICH(1;6) =ZUFALLSBEREICH(1;6) =A3+B3
4 =ZUFALLSBEREICH(1;6) =ZUFALLSBEREICH(1;6) =A4+B4

Wird ,das Wirfeln verallgemeinert®, indem die obere Grenze variabel gestaltet wird,
l&sst sich die Notwendigkeit absoluter Zellbezlige verdeutlichen:

A B C D
1 obere Grenze Zahl 1 Zahl 2 Summe
2 8 =ZUFALLSBEREICH(1;$A%2) =ZUFALLSBEREICH(1;$A%2) =B2+C2
3 =ZUFALLSBEREICH(1;$A%2) =ZUFALLSBEREICH(1;$A%2) =B3+C3
4 =ZUFALLSBEREICH(1;$A%2) =ZUFALLSBEREICH(1;$A%2) =B4+C4
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Interessant fur das Auswerten von simulierten Zufallsexperimenten ist die
Tabellenfunktion ZAHLENWENN(Bereich; Suchkriterien). Hiermit kann z. B. die
Anzahl bestimmter Ausgange eines Zufallsexperiments ermittelt werden, etwa die

Anzahl der Einsen beim Wirfeln.

A B C
1 =ZUFALLSBEREICH(1;6) Einsen: =ZAHLENWENN($A:$A;1)
2 =ZUFALLSBEREICH(1;6)

Auch fur das Einfihren der wichtigen Tabellenfunktion
WENN(Prufung;[Dann_Wert];[Sonst_Wert]) kann leicht ein Anlass gefunden werden,
etwa wenn beim Werfen einer Miinze den Zufallswerten 0 bzw. 1 die Begriffe

~Wappen* bzw. ,Zahl“ zugeordnet werden.

A B
1 =ZUFALLSBEREICH(0;1) =WENN($A1=0;"Wappen";"Zahl")

Verschachtelte Tabellenfunktionen bieten Mdglichkeiten zum Differenzieren. So kann

das Beispiel zum Werfen einer Miinze entsprechend umgestaltet werden:

A
1 =WENN(ZUFALLSBEREICH(0;1);"Wappen";"Zahl")

Die oben vorgestellten Beispiele umreif3en einen Grundstock fur eine Einfihrung in
die Tabellenkalkulation im Zusammenhang mit dem Simulieren von

Zufallsexperimenten. Insbesondere diese Bausteine ermdglichen den Schilerinnen
und Schuilern das Erstellen einfacher Simulationen. Es sollte auch trainiert werden,

die Ergebnisse mit Hilfe geeigneter Diagramme darzustellen.

Analysieren von Simulationen
Grundsatzlich eignet sich jede fremde Simulation zum Analysieren. Interessant ist es,
die Schulerinnen und Schiiler eigene Entwicklungen untereinander vergleichen zu

lassen und so insbesondere zu einer Reflexion anzuregen.

Von aul3en eingebrachte Simulationen kdnnen Vorbild fir eigene Entwicklungen

sein. Insbesondere ein Ubersichtliches und ,elegantes” Aufbauen einer
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Tabellenkalkulation kann angebahnt werden. Denkbar ist auch, noch nicht bekannte
Tabellenfunktionen durch eine Analyse zu erschliel3en.
Auch das Verandern oder Erganzen fremder Simulationen kann aus einer Analyse

erwachsen.

Arbeiten mit vorgegebenen Simulationen

Wenngleich grundsatzlich von den Schiilerinnen und Schiilern selbst entwickelte
Simulationen bevorzugt werden sollten, kann es sinnvoll sein, auch vorgegebenes
Material zu verwenden. Das gilt insbesondere fiir Simulationen mit gré3erer
Komplexitat. In Einzelfallen mag es akzeptabel sein, aus Zeitgriinden auch

einfachere Simulationen vorzugeben.

Begleitend zu diesem Leitfaden werden Simulationen auf Basis von
Tabellenkalkulationen im IQSH-Féacherportal
(http://www.faecher.lernnetz.de/faecherportal/index.php?key=2&auswahl=39) zur
Verfligung gestellt. Sie bieten zahlreiches Material zum Simulieren und Auswerten

von Zufallsexperimenten.

Zu dem angebotenen Material gehoren folgende Simulationen und Darstellungen:

e Einfaches bzw. wiederholtes Werfen einer Miinze

e Einfaches bzw. wiederholtes Wurfeln mit einem Wiirfel

e Einfaches bzw. wiederholtes Wurfeln mit zwei Wirfeln (und Bestimmen der
Augensummen)

e Ziehen von Kugeln aus einer Urne mit oder ohne Zuriicklegen

e Darstellung der Entwicklung der relativen bzw. der absoluten Haufigkeiten fur
Wappen bzw. Zahl beim wiederholten Werfen einer Miinze (als
Liniendiagramm)

e Darstellung der Entwicklung der relativen bzw. der absoluten Haufigkeiten fur
die verschiedenen Augenzahlen beim wiederholten Wirfeln mit einem Warfel
(als Liniendiagramm)

e Darstellung der Entwicklung der relativen Haufigkeiten fur die verschiedenen

Augensummen beim wiederholten Wirfeln mit zwei Wirfeln
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Insbesondere die nachfolgend aufgelisteten Beispielaufgaben lassen sich mit der

angebotenen Arbeitsmappe bearbeiten. Sie zeigen, welch reichhaltiges Potenzial

insbesondere fur die allgemeine mathematische Kompetenz des Argumentierens in

diesem Kontext genutzt werden kann.

Beispiele und Anregungen fur Aufgaben

Mirco Uberlegt: ,Mit der Urnensimulation kénnte ich auch das Werfen einer
Munze oder das Wurfeln mit einem Spielwurfel simulieren.”

Gib ein Beispiel an, welche Einstellungen Mirco auf dem Tabellenblatt
vornehmen muss.

Entscheide, ob die Urnensimulation bei geeigneten Einstellungen auch das

Wirfeln mit zwei Wiirfeln gleichwertig ersetzen kann.

e Untersuche das wiederholte Werfen einer Mlinze. Beschreibe, in welchem
Bereich sich die relativen Haufigkeiten fur Wappen bzw. Zahl bei 10-, 100-,
1000-maligem Werfen bewegen.

Fuhre analoge Untersuchungen fir das Wurfeln mit einem Wurfel bzw. mit
zwei Wurfeln durch.
Wiederholtes Wiirfeln ¢ relative Hiufigkeiten Wiederholtes Wiirfeln « absolute Haufigkeiten
200 717
40% W | [ 175 +—
E o T |
£ 20% Rafling, WIS - - T 100 1111
;fg; 'M_;._ 3 75 +—1—
E 10% &T‘NN [ | } g 50 T = = 1
T e IO 1] RN Ziaad?f’fff,f'fﬁﬁiﬁ’ﬁﬁﬁf’.’.f{ff
"4 101 201 301 401 501 601 701 801 901 1AM 20 o010 40t S01 601 For 801 901
Anzahl der Wiirfe Angahl ger Wirts
— EinS 2Zwei s Drei Vier
e——=Eins ==—=Zwei ====Drei = Vier Funf Sechs Finf Sachs, wevees 1/6-Linie
e Betrachte das Diagramm, welches die Entwicklung der relativen Haufigkeiten

beim wiederholten Werfen einer Miinze darstellt.

Beschreibe, wie sich die beiden Linien zueinander verhalten.
Vergleiche mit dem Diagramm, das die Entwicklung der absoluten
Haufigkeiten darstellt.

Fuhre analoge Untersuchungen fur das Wirfeln mit einem Wirfel durch.
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Betrachte das Diagramm, welches die Entwicklung der relativen Haufigkeiten
beim wiederholten Wirfeln mit zwei Wirfeln darstellt.

Beschreibe, wie sich die Linien zu den elf méglichen Augensummen
verhalten.

(Bemerkung: Hier kann insbesondere auf die Erkenntnis hingearbeitet werden,
dass — von der Kennlinie zur Augensumme 7 abgesehen — immer zwei
Kennlinien zur ,Parchenbildung“ neigen und sich der gleichen relativen
H&aufigkeit ann&hern.)

Liza ist erstaunt: ,Die Linien fur die Augenzahlen im Diagramm fir die
relativen Haufigkeiten laufen zusammen. Im Diagramm fur die absoluten
Haufigkeiten laufen die Linien auseinander. Wie kann das
zusammenpassen?*

Erklare dieses Phanomen.

Lea betrachtet das Diagramm, welches die Entwicklung der relativen
Haufigkeiten beim wiederholten Wurfeln mit zwei Wurfeln darstellt.

Sie stellt fest: ,Die Linien fur die Augensummen

12 bzw. 2 verlaufen viel weniger zackig als beispielsweise die Linie fir die
Augensumme 7.°

Beschreibe den Grund fir Leas Entdeckung.

Torben hat das Diagramm, welches die Entwicklung der relativen Haufigkeiten
beim wiederholten Wirfeln mit zwei Wurfeln darstellt, untersucht.

Er stellt fest: ,Ich habe das tausendfache Wurfeln mit zwei Wurfeln ganz oft
ausprobiert. Ein paar wenige Male waren die Linie fur die Augensumme 6
bzw. 8 am Ende Uber der roten Linie fir die Augensumme 7. Kein einziges
Mal habe ich aber beobachtet, dass die Linie fur die Augensumme 12 bzw. 2
am Ende uber der Linie fur die Augensumme 11 bzw. 3 war.”

Fuhre selbst eine Untersuchung wie die von Torben durch.

Erklare Torbens Beobachtung.
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Tom sollte als Hausaufgabe einhundertmal eine Miinze werfen und notieren,
ob Wappen oder Zahl kam. Er legt folgende Dokumentation fur die Abfolge
von Wappen (W) bzw. Zahl (Z) vor:

Z Z W Z W W wW zZ W Z z Z W wW zZ W Z W Z W W Z Z
W W Z W W W Z Z W W Z Z Z W zZ W Z W W Z Z zZ W
Z W W Z Z W W W Z zZ Z W W zZ W W zZ W Z Z W W Z
w Z Z W W Z W W W Z Z Z W W W Z Z W W Z W Z W

Tina hat sich die Ergebnisfolge angeguckt und sagt: ,Das hast du doch
einfach so aufgeschrieben; eine Munze hast du gar nicht geworfen.”

Nimm Stellung zu Tinas Einschatzung. (Tipp: Nutze die Simulation fur das
wiederholte Werfen einer Miinze.)

Ist es sicher, dass Tina recht hat? Begrinde.

Denkt euch selbst solche Folgen fur das Werfen einer Miinze oder das
Wirfeln aus. Mischt sie mit computersimulierten Folgen. Tauscht sie
untereinander aus und versucht herauszufinden, welche Folgen ausgedacht
sind. Begrundet.

(Bemerkung: In Toms Folge taucht weder Wappen noch Zahl mehr als dreimal

hintereinander auf. Das ist ein Indiz daflr, dass Tinas Vermutung stimmt.)

Serienwiirfeln « absolute Haufigkeiten der Sechsen

(o2}
o

(4]
o

H
o

w
o

n
o

ah
o

absolute Haufigkeit der Sechsen

1 26 51 76 101 126 151 176 201 226
Anzahl der Wiirfe in einer Serie

Serie 1 Serie 2 Serie 3 Serie 4 ***e°* 1/6-Linie

Das Diagramm stellt die Entwicklung der absoluten Haufigkeiten von Sechsen
beim 250-fachen Wirfeln mit einem Spielwrfel dar. Es wurden vier solcher
Wurfserien durchgefihrt.

Probiere aus, wie oft es vorkommt, dass alle Linien der Serien tGiber bzw. unter
der ,Ein-Sechstel-Linie” liegen. Vergleiche mit dem vierfachen Werfen einer

Mlnze.
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7 Einfuhrung und Nutzung des wissenschaftlichen

Taschenrechners

Zwei Zahlen mit irgendeiner Grundrechenart rechnerisch zu verknupfen wird wohl
den meisten Menschen mit Hilfe eines Taschenrechners auch ohne Vorbildung
gelingen. Schon bei einem Term aus drei Zahlen ist dies jedoch fraglich. Die
Fachanforderungen bestimmen ,Der sachgerechte Umgang mit mathematischen
Werkzeugen und Hilfsmitteln ist Teil des Unterrichts. [...] Die Einfihrung in den
Gebrauch dieser Werkzeuge ist Gegenstand des Unterrichts. [...] Die Einfihrung des
wissenschaftlichen Taschenrechners in Jahrgangsstufe 7 ist verbindlich und muss

bis zum Ende des Schuljahrs erfolgt sein.”.

Taschenrechner-Testaufgabe
3+5x7=

Punkt- vor Strichrechnung?

Mindestanforderungen an wissenschaftliche Taschenrechner fir die Sek. |
Sehr einfache Taschenrechner, die 56 als Ergebnis der obigen Testaufgabe
anzeigen, sind fur den Mathematikunterricht unbrauchbar.

Die Mindestanforderungen an wissenschaftliche Taschenrechner fir die Sek. | sind

e Prioritat der Rechenarten geméaf den Konventionen der Algebra,

Potenzrechnung, Logarithmen und Winkelfunktionen,
e ,wissenschaftliche Darstellung“ von Zahlen mit Mantisse und Exponent,

e mehr als ein Speicher,

e graphische Eingabe wie [ oder \/[j,
e Editiermoglichkeit des zuletzt eingegebenen Terms in einer separaten Zeile,

e numerisches Lésen von Gleichungen mit einer Unbekannten und von

Gleichungssystemen mit bis zu drei Gleichungen und mit drei Unbekannten.
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Die Mindestanforderungen an wissenschaftliche Taschenrechner im Abitur sind
hoéher. Es ist denkbar, bereits in Klasse 7 ein Gerat einzufihren, mit dem bis zum
Abitur gearbeitet wird. Diese Gerate sind kaum teurer, jedoch komplexer. Einige
Schulen fuhren deshalb in der Sekundarstufe | einfachere Geréte ein. Mit Eintritt in
die Oberstufe ist dann jedoch ein Gerat anzuschaffen und einzufuhren, das den

Anforderungen fiir die Abiturprifung genigt.

Zulassigkeit in den zentralen Abschlussarbeiten
In den zentralen Abschlussarbeiten sind wissenschaftliche Taschenrechner als
Hilfsmittel zur Bearbeitung der Komplexaufgaben zuléssig. Nicht zugelassen sind

Graphikrechner. Auf Antrag kbnnen CAS-Rechner im Abitur zugelassen werden.

Die historische Formulierung ,Taschenrechner, nicht programmierbar” bezieht sich
auf Gerate, die seit vielen Jahren nicht mehr hergestellt werden. Die eingebauten
Funktionen des Taschenrechners fallen nicht unter den Begriff ,programmierbar®.
Wenn ein Taschenrechner Gleichungen I6sen kann, ist das eine eingebaute
Funktion, die in vollem Umfang bei Abschlussarbeiten genutzt werden darf — auch im
MSA!

Die Fachanforderungen bestimmen deshalb ,Die Nutzung von Méglichkeiten wie das
automatische Erstellen von Wertetabellen fur Funktionen und die numerische Lésung
von Gleichungen und Gleichungssystemen [muss] im Unterricht der Sekundarstufe |

behandelt werden.” .

Einigung auf ein Modell - Sammelbestellung?

Die Fachschaft — das sind nicht nur die Lehrkrafte der 7. Jahrgangsstufe — sollte sich
auf ein Modell einigen, dessen Anschaffung den Eltern empfohlen wird. Eine
Verpflichtung zum Kauf eines bestimmten Modells eines bestimmten Herstellers
kann den Eltern nicht auferlegt werden. Jedoch sind die Vorteile, die sich durch eine
auf das empfohlene Modell abgestimmte Einfuhrung in die Bedienung ergeben, fir

die meisten Eltern Uberzeugend.
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Die Empfehlung sollte nicht jahrlich wechseln, sondern méglichst ein paar Jahre
Bestand haben. Vor diesem Hintergrund sind Sonderangebote kritisch zu beurteilen

— wer garantiert, dass es dieses Modell im nachsten Jahr noch gibt?

Die Einfuhrung in die kompetente Nutzung des wissenschaftlichen Taschenrechners
ist Aufgabe der Lehrkrafte. Wenn die Schule dartiber hinaus eine Sammelbestellung
organisiert, dann sind unbedingt die Bestimmungen des Datenschutzes zu beachten.
Die Weitergabe von Adress- und Namenslisten ist nicht zul&ssig. Die Handler haben
auf diese Rechtslage reagiert und richten es so ein, dass der Datenschutz gewahrt
bleibt und trotzdem die Bezahlung nicht Giber die Lehrkraft abgewickelt werden muss.
Im Zusammenhang mit der Bestellung sollte die Schule eine Computer-Emulation

dieses Taschenrechnermodells beschaffen.

B x-991DE PLUS Emulator

CASIO NATURAL-U.P.AM.

00OV
DDOVOO
@@.0@»@

Die Emulation des Taschenrechners visualisiert Tastenfolge und Displayanzeige fur
die Lerngruppe

EEOoZexmEEE

EinfUhrung in den Gebrauch des Taschenrechners

Auch wenn die meisten Schilerinnen und Schuler schon vor Eintritt in die 7.
Jahrgangsstufe gelegentlich Taschenrechner benutzt haben, zum Beispiel zur
Kontrolle schriftlicher Rechnungen, darf dies nicht zu dem Irrtum verleiten, eine

Einfuhrung sei Uberflissig. Nachdem die Einfiihrung der rationalen Zahlen weit
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genug vorangeschritten ist, soll der wissenschatftliche Taschenrechner eingefiihrt

werden. Dabei ist auf Details der Bedienung einzugehen.

Bei den ersten Schritten ist es enorm hilfreich, Uber einen Beamer die
Computeremulation des Taschenrechnermodells einzusetzen, um die
Tastenbetatigung und die Displayanzeigen visualisieren zu kdnnen. Entsprechende
Programme bieten die Hersteller fiir fast jedes Taschenrechnermodell an. Sofern es
keine kostenlose Lizenz im Rahmen einer Sammelbestellung gibt, kostet die

Anschaffung kaum mehr als ein einzelner Taschenrechner.

Y TiSmartView™ fur TI-30X Pro MultiView™ EBE
Beabeten Anucht Bxtras Srpts e
T “Oroker Bliaschimm
DEG End
San(=0)
30 Sanie0)
10
5in(30)
30*Zinceon
[Tasterfolge astienden ¥
Dpa - oen
reset 0P el F reset
Q0 6ea

O ) -

Die Emulation des Taschenrechners ist ideal fur die Einfihrung in die Bedienung.

Diese Phase wiederholt sich bei der Einfuhrung neuer Funktionen.

In der Einfuhrungsphase ist es fir eine kurze Zeit notwendig, Terme in Tastplane zu
Ubersetzen und umgekehrt, um Bedienungsstrategien besprechen zu kénnen. Spéater
dagegen haben Tastplane in der Dokumentation von Losungswegen nichts mehr zu
suchen. Das Ubersetzen der Taschenrechneranzeige in mathematische
Fachsprache und Notation muss im Unterricht behandelt werden. Ebenso muss die

sachgerechte Bedienung des Gerates auch in solchen Aspekten angesprochen
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werden, die Uber das reine Rechnen hinausgehenden wie z. B. das Nutzen der

Speicher, das Editieren oder das Einstellen des Anzeigeformats.

Die Einfuhrung in die Bedienung des Taschenrechners ist kein einmaliger Vorgang,
der sich auf Jahrgangsstufe 7 beschrankt. Bei der EinfiUhrung neuer Rechenarten,
neuer Funktionen und bei der Zahlbereichserweiterung auf reelle Zahlen ist jeweils
auch auf die sachgerechte Nutzung des Taschenrechners einzugehen — das sind
Stichworte fir das schulinterne Fachcurriculum. Die Mathematik-Fachschaft muss
aulRerdem berticksichtigen, dass sich die Nutzung des Taschenrechners nicht auf
das Fach Mathematik beschrankt, sondern auch in anderen Fachern wie Physik oder

Chemie eine Rolle spielt.

Neuralgische Punkte

Weil der wissenschaftliche Taschenrechner fur fast alle Leitideen und Inhalte
relevant ist, kdnnen an dieser Stelle nur exemplarisch wichtige Aspekte
angesprochen werden.

e Bei zeilenorientierter Eingabe missen beim Eintippen Klammern gesetzt
werden, die nach den Konventionen der Algebra tberfllssig sind.
Beispielsweise stehen Z&hler und Nenner eines Bruches nach diesen
Konventionen in ,unsichtbaren Klammern®. Die graphische Eingabe ist
deshalb zu bevorzugen.

e Um den Wert eines Terms zu berechnen, sollte dieser méglichst ahnlich der
mathematischen Notation eingegeben werden. Dabei soll die Ergebnistaste =
bzw. ENTER mdglichst nur einmal gedriickt werden.

e Zum Weiterrechnen sollen nur die exakten (,ungerundeten®) Zahlen
verwendet werden. Das Eintippen von bereits vorliegenden Ergebnissen ist
nicht nur zeitraubend, sondern kann Rundungs- oder Tippfehler verursachen.
Das letzte Ergebnis kann Uber den Ergebnisspeicher ANS abgerufen werden.
Frihere Zwischenergebnisse kdnnen in Speichern abgelegt und bei Bedarf
abgerufen werden. Die Lernenden sollen in diese Arbeitsweise eingewiesen
werden, welil nur sie sachgerecht ist. Auf3erdem sprechen didaktische Griinde
dafur, diese Arbeitsweise zu verlangen. Die Namen der Speicherplatze im

Term zu notieren ist eine Propadeutik fur die Verwendung von Variablen. Das
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Notieren der Bedeutung der Zwischenergebnisse ist eine Propadeutik fir die

Definition von Variablen.

Beispiel Flacheninhalt eines Trapezes

Notation der Algebra

3+4
2

1.5

graphische Eingabe
3+4

> [x]1.5[=]

zeilenorientiert

(3 [+]4) [+]2[x]15]=

mit Zwischenergebnis (ungunstig)
3[+]4|=] [5]2|x]15]=

mit gespeichertem Zwischenergebnis
3[+]4[=] [sTO][A
RCL|[A][£] 2 [x] 1.5 [=]

typischer Fehler
3[+]4+]2[x]15]=

Die graphische Eingabe ist zu bevorzugen, weil sie Fehler vermeiden hilft. Bei sehr
umfangreichen Termen mit komplizierten Zahlen kann es sinnvoll sein, diese Zahlen
zu speichern und die Rechnung unter Verwendung der gespeicherten Werte

auszufuhren.
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A Lange der ersten Parallelen

B Lange der zweiten Parallelen

C Hohe des Trapezes

([ReL] [A] [+] [ReL] [B]) [+] 2 [x] [rReL] [c][=]

Dies ist zugleich eine Propadeutik fur die Verwendung von Variablen und fur die

Definition von Variablenbedeutungen.

Das Kaorrigieren eines Fehlers oder die erneute Berechnung mit anderen
Variablenwerten soll Gber die Editierfunktion, z. B. mit DEL oder INS

geschehen.

Stolpersteine sind unter anderem:

das Komma zum Schreiben von Dezimalzahlen in unserem Kulturkreis — beim

Taschenrechner muss stattdessen ein Punkt eingetippt werden;

das Ansprechen von Funktionen, die tber die Doppelbelegung von Tasten
abgerufen werden (Tasten 2nd oder INV) ;

der Unterschied zwischen der Rechenoperation - und der
Vorzeichenumkehrtaste (-) bzw. + /-,

das Lesen und Interpretieren sowie das Eingeben von Zahlen in

wissenschaftlicher Schreibweise,

E=m-c
Konvention der Algebra: (3 - 108)
Die Eingabe 3|x10*| 8 | x?

wird vom Taschenrechner als eine Zahl behandelt,
deren Quadrat korrekt 9 - 10 ¢ ergibt.

Die Eingabe 3| x| [10% 8 | x?| fihrt dagegen
zu3-10"oder 3 - 10

die uneinheitliche Position von Funktionsnamen in der Tastenfolge;
beispielsweise wird sin( ) vorangestellt, wahrend x1 oder x2 nachgestellt
werden;

die unklare Reihenfolge der Eingaben bei zweistelligen Funktionen wie Xy,
ylog x oder yVx; im Vergleich zu den Bezeichnungen x und vy fiir die beiden

Operanden schafft die graphische Eingabe Klarheit.
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e Vom Gebrauch der Prozent-Taste, die je nach Geratemodell und verwendeter
Rechenart vollkommen uneinheitlich reagiert, sollte ausdriicklich abgeraten
werden.

e Ein verstelltes Anzeigeformat, eine verstellte Betriebsart, z. B. STAT statt
COMP oder eine nicht beendete Rechnung — das Geréat wartet fir eine
,Sschwebende Operation“ auf eine Eingabe — fiihren beim Eingeben eines
neuen Terms zu nicht beabsichtigten Ergebnissen. Das Vorbereiten des
Geréates durch zweimaliges Driuicken der Loschtaste AC und einen Blick auf
die Statusanzeige sollen als Grundregel fur die sachgerechte Bedienung

vermittelt werden.

Beitrdge zur kompetenten Nutzung des Rechners

Uberschlagsrechnungen kénnen gut im Rahmen von Kopfiibungen geiibt werden.
Die Ausfihrung von Kontrollstrategien muss mit den Lernenden immer wieder gelbt
und besprochen werden. AuRRer der Uberschlagsrechnung sind dies beispielweise
Testaufgaben mit einfachen Zahlen, wenn die Prioritat der Rechenoperationen unklar
ist, oder die Eingabe sin(90), wenn Unsicherheit Uber die eingestellte Einheit des
Winkelmalies besteht. Zur Riuckibersetzung von Taschenrechnerergebnissen in die
mathematische Fachsprache und Notation gehdrt auch das sinnvolle Runden. Es ist
befremdlich, wenn hier nach einer starren Regel verlangt wird — welche Stellenzahl
sinnvoll ist, ergibt sich aus dem Sachzusammenhang.

Sowohl das hilfsmittelfreie Rechnen mit einfachen Zahlen als auch die sichere und
zeitobkonomische Beherrschung des Rechners sind Ziele des Unterrichts. Die
Lehrkraft hat in diesem Zusammenhang eine Vorbildfunktion. Es ist sicherlich
unsinnig, eine Division durch 0,1 mit dem Taschenrechner auszufihren.
Ubertriebenes Beharren auf Kopfrechnen oder auf schriftlichen Rechnungen kann
aber hinderlich sein, wenn die Rechnung mit dem Taschenrechner korrekt und
schnell ausgefiihrt werden konnte. Auf der Anforderungsebene des UOS, also fiir die
Anschlussfahigkeit zur Sekundarstufe Il, gehoért der sichere Umgang mit den
erweiterten Moglichkeiten des Rechners wie Wertetabellen oder Losen von
Gleichungen und Gleichungssystemen zur erwarteten kompetenten Nutzung des
Rechners.

Die Vorbildfunktion verlangt, dass die Lehrkrafte das an der Schule eingefuhrte

Modell selbst nutzen bzw. absolut sicher beherrschen — einschliel3lich
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Spezialfunktionen wie Lésen von Gleichungen. Die Empfehlung eines neuen
Taschenrechnermodells kdnnte Anlass fur eine kurze Fortbildung sein, um die
Bedienung des Gerates und der zugehdrigen Emulation zu erlernen und die

didaktischen Mdglichkeiten zu diskutieren.

130



Leitfaden zu den Fachanforderungen Mathematik Sekundarstufe |

8 Leistungsnachweise

Moglichkeiten der Gestaltung

Fir einen mehrere Anforderungsebenen abdeckenden Unterricht verlangen die
Fachanforderungen Mathematik differenzierte Leistungsnachweise. Auf den
folgenden drei Seiten werden Beispiele fur eine Umsetzung dieser Forderung

gegeben.

Die Klassenarbeit zum Thema ,Verpackung® bietet Aufgaben, die von den
Schilerinnen und Schilern auf einer selbst gewahlten Anforderungsebene bearbeitet
werden kdnnen. Die Zusatzaufgaben bieten Spielraume und sind fiir leistungsstarke
Schulerinnen und Schiler gedacht. Diese Aufgaben ermoéglichen eine individuelle
Aufgabeninterpretation. Die Beurteilung der Klassenarbeit erfolgt mit Hilfe einer
Beurteilungsmatrix. Es wird empfohlen, die Kompetenzstufen ,nicht ...“, ,teilweise
.. yuberwiegend ...“ bzw. ,voll erfullt” jeweils mit Hilfe einer kurzen Beschreibung zu
konkretisieren. Auch bei nicht benoteten Klassenarbeiten kann eine Bepunktung
erfolgen, um die Wertigkeit der einzelnen Bereiche zu verdeutlichen. Die Werte in
den einzelnen Bereichen kdnnen nur subjektiv sein und sind als Vorschlag zu
verstehen. Es liegt im Ermessen des Jahrgangsstufen-Teams oder der
Fachkonferenz sowie ggf. der Schulkonferenz, hier anders zu gewichten oder gar auf
eine Bewertung mit Hilfe eines Punktesystems zu verzichten. Beurteilungs- und
Bewertungskriterien sollten den Schilerinnen und Schilern im Vorfeld immer

bekannt sein.

Die vorgestellte Klassenarbeit ermdglicht auch handlungsorientiertes Arbeiten. Es
soll hiermit ausdrticklich dazu ermuntert werden, Klassenarbeiten nicht auf die
symbolische und die ikonische Ebene zu beschranken, sondern auch die enaktive

Ebene zu berticksichtigen.

Eine andere Art der Differenzierung ist es, Aufgabenalternativen auf verschiedenen
Niveaus anzubieten, die in Spalten nebeneinandergestellt werden. Die Schulerinnen
und Schiler kénnen dann jeweils eine Variante auswahlen. Sie haben die
Maoglichkeit, von Aufgabe zu Aufgabe neu zu entscheiden. Es empfiehlt sich eine
Beschrankung auf zwei Niveaus, um den Leseaufwand zu begrenzen. Die Aufgaben

des grundlegenden Niveaus sollten dann der unteren und der mittleren
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Anforderungsebene zuzuordnen sein; die Aufgaben des anspruchsvolleren Niveaus
sollten sich an der mittleren und der oberen Anforderungsebene orientieren. Wenn
eine Benotung gewtinscht ist, bietet es sich an, sie auf Grundlage des von der
Schulerin bzw. dem Schuler schwerpunktmafiig gewahlten Niveaus erfolgen zu

lassen.

Leistungsnachweise missen nicht notwendigerweise Klassenarbeiten sein. Die
Fachkonferenz hat auf Basis der Erlasslage die Mdglichkeit, Gber zu Klassenarbeiten
gleichwertige Leistungsnachweise zu entscheiden. Es soll hiermit ausdrucklich fur
das Wahrnehmen dieser Option geworben werden. Ein Beispiel fir einen alternativen
Leistungsnachweis ist eine Prasentation. Auch dafir bietet es sich an, die
Beurteilung mit Hilfe einer Matrix vorzunehmen. Das gezeigte Beispiel (vgl. S. 80)
kann insbesondere ein gegenseitiges Feedback durch die Schilerinnen und Schuler
zu ermdoglichen. Empfehlenswert ist es, eine solche Beurteilungsmatrix zusammen
mit den Schulerinnen und Schilern zu entwickeln. In diesen Prozess eingebunden
werden sollte auch die Entscheidung, wie die Gewichtung durch Punkte erfolgt bzw.
ob Uberhaupt Punkte vergeben werden. So kann eine Kultur des transparenten Sich-

gegenseitig-Beurteilens etabliert werden.

Beispiel fur eine differenzierende Klassenarbeit
Thema: Eine eigene Verpackung entwerfen und bauen sowie den Oberflacheninhalt
berechnen.

Wabhle eine Anforderungsebene und arbeitete gemal der zugehoérigen Grundlage.

Anforderungsebene EAS: Wahle eine Verpackung als Vorlage aus.
Anforderungsebene MSA: Wahle eine Verpackung als Vorlage aus und verandere
sie (z. B. durch Vergrol3ern bzw. Verkleinern, Variieren usw.).

Anforderungsebene UOS: Entwirf eine eigene Verpackung.
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Aufgabe 1:
Zeichne ein Netz deiner Verpackung.

Zusatz: Beriicksichtige dabei auch die Klebelaschen.

Aufgabe 2:

Berechne die Oberflache deiner Verpackung (ohne Klebelaschen).

Schreibe die Bezeichnungen der Teilflachen, aus denen sich dein Netz
zusammensetzt, in die jeweilige Teilflache hinein. Nummeriere die Teilflachen.
Bestimme die fir die Berechnung erforderlichen Werte durch Messen und trage sie
ebenfalls in die Netz-Zeichnung ein.

Dokumentiere deine Rechenschritte lesbar und Gbersichtlich. Vergiss die Skizzen
(Planfiguren) nicht.

Halte dich bei deinen Beschreibungen an die Nummerierungen in der Netz-
Zeichnung.

Zusatz: Wie grol3 ist der Papieranteil deines Netzes bezogen auf das verwendete
Blatt Papier? Um wie viel Prozent hattest du dein Netz vergrofR3ern bzw. verkleinern
mussen, um ein DIN-A3-Blatt, ein DIN-A4-Blatt, ... in Breite und Hohe voll

auszunutzen?

Aufgabe 3:
Baue einen Korper nach deiner Netz-Zeichnung (Mafl3stab 1:1).
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Beispiel fur eine Beurteilung der vorgestellten Klassenarbeit

Thema: Eigene Verpackung entwerfen und bauen sowie den Oberflacheninhalt
berechnen.

Anforderungen:

Anforderungsebene EAS

Einen einfachen Korper (z. B. einen Wiurfel, einen Quader oder ein Dreieckprisma)
gemal einer Vorlage planen und bauen.

Anforderungsebene MSA

Ein Prisma gemalf einer Vorlage vergroRern, verkleinern bzw. variieren sowie planen
und bauen.

Anforderungsebene UOS

Einen selbst entworfenen Korper (z. B. ein schrages Prisma oder einen

zusammengesetzten Korper ohne Vorlage planen und bauen.

Bereich: Gestaltung
Punktzahl:

o 4

e 6

e 8

e 10
nicht erfallt:
Du kannst einen Korper nur mit Fehlern, mit Beschadigungen bauen.
teilweise erfullt:
Du kannst einen Korper mit geringen Fehlern, mit Beschadigungen bauen.
Uberwiegend erfullt:
Du kannst einen Korper ohne Fehler, ohne Beschadigungen bauen.
voll erfullt:

Du kannst einen Korper sorgfaltig, korrekt, ohne Fehler oder Beschadigungen bauen.
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Punktzahl:
o 4
e 6
e 8
e 10
nicht erfallt:
Du kannst fur die Anforderungsebene passende geometrische Formen nicht nutzen.
teilweise erfullt:
Du kannst fur die Anforderungsebene passende geometrische Formen teilweise
nutzen.
Uberwiegend erfullt:
Du kannst fur die Anforderungsebene reizvolle, passende geometrische Formen
nutzen.
voll erfallt:
Du kannst fur die Anforderungsebene reizvolle, komplexe geometrische Formen

nutzen.

Punktzahl:
e 8
o 12
e 16
e 20
nicht erfallt:
Du kannst das Netz nur fehlerhaft, nur in Ansétzen zum Kdorper passend zeichnen.
teilweise erfullt:
Du kannst das Netz meistens korrekt, nur teilweise zum Kérper passend zeichnen.
Uberwiegend erfullt:
Du kannst das Netz Uberwiegend korrekt, zum Koérper passend zeichnen.
voll erfullt:

Du kannst das Netz korrekt, zum Koérper passend zeichnen.
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Bereich: Berechnungen
Punktzahl:
e 4
e 6
e 8
e 10
nicht erfallt:
Du kannst die Notationsregeln (Formeln, Skizzen, Beschriftungen) nur in Ansatzen
einhalten.
teilweise erfullt:
Du kannst die Notationsregeln (Formeln, Skizzen, Beschriftungen) nur teilweise
einhalten.
Uberwiegend erfullt:
Du kannst die Notationsregeln (Formeln, Skizzen, Beschriftungen) Uberwiegend
einhalten.
voll erfallt:

Du kannst die Notationsregeln (Formeln, Skizzen, Beschriftungen) vollstandig

einhalten.
Punktzahl:

e 16

o 24

o 32

e 40
nicht erfallt:

Du kannst Formen nicht korrekt vermessen, nur in Anséatzen richtig rechnen.
teilweise erfullt:

Du kannst Formen nur teilweise korrekt vermessen, nur teilweise fehlerfrei rechnen.
Uberwiegend erfullt:

Du kannst Formen korrekt vermessen, Uberwiegend formal korrekt und fehlerfrei
rechnen.

voll erfullt:

Du kannst Formen korrekt vermessen, formal korrekt und fehlerfrei rechnen.
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Punktzahl:

o 4

e 6

e 8

e 10
nicht erfallt:
Du kannst Rechnungen nur in Ansatzen lesbar, nachvollziehbar dokumentieren.
teilweise erfullt:
Du kannst Rechnungen nicht durchgéngig tbersichtlich, strukturiert dokumentieren.
Uuberwiegend erfullt:
Du kannst Rechnungen im Wesentlichen tbersichtlich, strukturiert dokumentieren.
voll erfullt:

Du kannst Rechnungen Ubersichtlich, strukturiert dokumentieren.

Erreichte Punktzahl (von 100 Punkten):
Datum:
Note:
Anforderungsebene:
e EAS
e MSA
e UOS
Unterschrift:

gesehen:

Quelle: Ulrike Stade, IQSH

Beispiele fur Aufgabenalternativen auf zwei Niveaus

In den folgenden Beispielen werden jeweils zwei Aufgabenalternativen
nebeneinandergestellt (,Spaltenmodell®). Die Schulerinnen und Schuiler wahlen und
bearbeiten jeweils entweder die Aufgabe auf dem Grundniveau oder die Aufgabe des

anspruchsvolleren Erweiterungsniveaus.
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Grundniveau:
a) Stelle einen Term fur die Berechnung des Flacheninhalts des ,gro3en” Rechtecks
auf.

b) Berechne x, wenn der Flacheninhalt insgesamt 48 cm? betragt.
4 X

Erweiterungsniveau:
a) Zeige, dass sich der Flacheninhalt des Bildes durch den Term 4a2 berechnen

lasst.

b) Gib mindestens zwei weitere Terme flur die Berechnung des Flacheninhalts an.

a b c

Grundniveau:
a) Alle Vierecke in den Figuren sind Quadrate.

Berechne jeweils die Lange x.

Figur 1: Figur 2:

x7:2 Sem

10 cm?

Figur 3:

3cm
x
0%

4 cm

Figur 4:

20 cm?

120 mm

X

b) Zeichne ein Quadrat mit einem Flacheninhalt von 200 cm?2.
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Erweiterungsniveau:
a) Die Figur ist aus einem gleichschenkligen Dreieck und drei Quadraten
zusammengesetzt. Das grol3e Quadrat hat eine Seitenlange von 20 cm2,

Berechne den Flacheninhalt der Figur.

i

b) Wie verandert sich der Flacheninhalt, wenn die Lange der Hypotenuse im
rechtwinkligen Dreieck verdoppelt bzw. halbiert wird?

Berechne zuerst. Stelle dann eine Regel auf.

Grundniveau:

Berechne den Flacheninhalt der Figur.

i

Erweiterungsniveau:

Berechne den Flacheninhalt der Figur.

Fa

Beispiel fur eine Beurteilung einer Prasentation
Eine Prasentation im Fach Mathematik kann mit Hilfe eines Rasters gemal der

folgenden Struktur beurteilt werden:

Sicheres Auftreten
Punktezahl:

e 0

e b5
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e 10

e 15
nicht erfullt: standiges Ablesen, zusammenhanglose Textwiedergabe
teilweise erfullt: haufiges Ablesen, stockendes Vortragen
uberwiegend erflllt: Orientierung an ,Spickzetteln®, zeitweises Ablesen

vollstandig erfullt: freies Vortragen, ,Spickzettel“ nur zur Orientierung verwendet

Verstandlicl felbild
Punktezahl:

e O

e 5

e 10

e 15

nicht erfallt: ohne Zusammenhang, unvollstandig, fehlerhaft
teilweise erfullt: zum Teil fehlerhaft, zum Teil unvollstandig
Uberwiegend erflllt: fehlerlos, im Wesentlichen vollstandig

vollstandig erfillt: fehlerlos, vollstandig, Gliederung dem Vortrag angepasst

| : Ll
Punktezahl:

e O

e 10

e 20

e 30

nicht erfallt: nicht vorhanden

teilweise erfullt: fehlerhaft, unvollstandig, beschadigt

tuberwiegend erfullt: im Wesentlichen vollstandig, fehlerlos, unbeschadigt
vollstandig erfullt: vollstandig, fehlerlos, unbeschadigt, fir den Vortrag geeignet

aufbereitet

Klar formuliertes Thema
Punktezahl:

e O

e 15
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e 30

o 45
nicht erfullt: Aufgabenstellung abgelesen, Problemstellung nicht deutlich
teilweise erflllt: Aufgabenstellung mit eigenen Worten wiedergegeben,
Problemstellung in Ansétzen deutlich
tuberwiegend erfullt: Aufgabenstellung mit Bezug zum Unterricht dargestellt,
Problemstellung deutlich
vollstandig erfullt: persdnliches Interesse an Aufgabenstellung wird deutlich,

Ableitung von eigenen Vermutungen, Ideen

Verstandlict I
Punktezahl:

e O

e 15

e 30

e 45

nicht erfullt: fehlerhafte, unvollstandige Ergebnisse

teilweise erfillt: teilweise fehlerhafte, unvollstandige Ergebnisse, Ausfihrungen nur
zum Teil nachvollziehbar

Uberwiegend erfullt: Ergebnisse vollstandig, Ausfihrungen meist nachvollziehbar
vorgetragen

vollstandig erfullt: Ergebnisse klar strukturiert, nachvollziehbar vorgetragen

Eigene Bewertungen und ldeen
Punktezahl:

e O

e b5

e 10

e 15

nicht erfallt: nur ,nackte” Tatsachen benannt, Lésungsschritte nicht verknupft
teilweise erfullt: Losungsschritte nicht immer begrindet, Fragen unsicher
beantwortet

tuberwiegend erfullt: Losungsschritte sinnvoll begrindet, Fragen beantwortet (mit

geringer Hilfe)
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vollstandig erfullt: Losungsschritte mit Blick auf Problemstellung begriindet, Fragen

sicher beantwortet

Dynamisches Vortragen
Punktezahl:
e O
e 10
e 20
e 30
nicht erfallt: kein Kontakt zum Publikum
teilweise erfullt: teilweise Kontakt zum Publikum, zurtckhaltend (auf sich selbst
konzentriert) prasentiert
Uberwiegend erfillt: regelmaRiger Kontakt zum Publikum, interessant prasentiert
(mit Blick auf Publikumreaktionen)
vollstandig erfullt: standiger Kontakt zum Publikum, spannend préasentiert (mit

Einbezug des Publikums)

Geeigneter Abschluss
Punktezahl:

e O

e 5

e 10

e 15

nicht erfullt: keine Zusammenfassung

teilweise erfullt: Antwortsatz formuliert

Uberwiegend erflllt: Ergebnisse zusammengefasst

vollstandig erfullt: Bezug zur Problemstellung hergestellt, eigene Vermutungen und

Ideen aufgegriffen

Quelle: Ulrike Stade, IQSH
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9 Das schulinterne Fachcurriculum
Die Fachanforderungen geben mit verbindlich formulierten Grundsatzen fir den
Unterricht und verbindlichen Kerninhalten einen Rahmen vor, der unter
Bericksichtigung lokaler Gegebenheiten ausgestaltet werden muss. Im schulinternen
Fachcurriculum dokumentiert die Fachschatft ihre Vereinbarungen fur den
Mathematikunterricht an der eigenen Schule. Das umfasst weit mehr als einen
Stoffverteilungsplan. Das schulinterne Fachcurriculum ist die Summe gemeinsam
beschlossener und umgesetzter, regelmafig Uberprifter Malinahmen zur
einheitlichen Gestaltung des Unterrichts. Die erfolgreiche Umsetzung vermeidet
einen Bruch beim Ubertritt in die nachste Jahrgangsstufe und ist eine Voraussetzung
dafur, dass der kumulative Kompetenzaufbau bei Schilerinnen und Schilern
gelingen kann. Der Erfolg eines funktionsfahigen schulinternen Fachcurriculums
besteht nicht in der einmaligen schriftlichen Dokumentation, sondern in der
Gestaltung des Erarbeitungs- und Weiterentwicklungsprozesses. Dazu gehdren

e die Verstandigung auf gemeinsam angestrebte Unterrichtsergebnisse,

e die Verstandigung auf didaktische Konzeptionen,

e die inhaltliche Konkretisierung der Ziele in Unterrichtseinheiten,

e die Verpflichtung auf Einhaltung der Absprachen und

e die regelmaRige Uberpriifung und Weiterentwicklung.

Verbindlichkeit obligatorischer und optionaler Beschlisse zum schulinternen
Fachcurriculum

Die Fachkonferenz ist durch das Schulgesetz und die Fachanforderungen gehalten,
eine Reihe von Beschlussen zu fassen.

Daruber hinaus kdnnen zu weiteren Teilbereichen im Verantwortungsbereich der
Fachkonferenz Beschlisse gefasst werden, die dann die gleiche Verbindlichkeit fur

die Lehrkrafte besitzen.

Mogliche Formen der Dokumentation

Die Fachanforderungen machen keine Vorgaben tber Form und Umfang der
Dokumentation des schulinternen Fachcurriculums. Die im Folgenden aufgefihrten
Beispiele sind lediglich als Vorschlage zu verstehen. Entscheidend ist, dass die
Fachschaft bzw. die Lehrkrafte, die gemeinsam in einer Jahrgangsstufe arbeiten

(Jahrgangsfachteam) eine Form finden, das abgesprochene unterrichtliche Vorgehen
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praktikabel zu dokumentieren; diese Dokumentation soll eine Hilfe fir ihre Arbeit

sein.

Dazu muss nicht jedes Detail verbindlich geregelt sein. Was verabreden wir im
Gesprach, was beschlie3en wir formlich, wie dokumentieren wir dies? Bei der
Beantwortung dieser Fragen hilft ein Blick aus der Perspektive einer Lehrkraft, die
erstmals an dieser Schule in dieser Jahrgangsstufe unterrichtet, sei es als
Berufsanfanger/in, als fachfremd unterrichtende Lehrkraft oder als erfahrene
Lehrkraft, die kirzlich an diese Schule versetzt wurde. Welche Fragen kdnnte diese
Lehrkraft sich selbst oder der Fachschatft stellen? Welche Antworten bekommt man
schneller im kollegialen Gesprach, welche Antworten entnimmt man besser einer
schriftlichen Dokumentation? Was muss man selbst entscheiden, was ist an dieser
Schule verbindlich festgelegt? Welche Unterrichtseinheit steht in dieser Schule am
Anfang von Klasse 5? Welche Ziele werden dabei vorrangig angestrebt? Werden
Parallelarbeiten geschrieben? Was muss man selbst erstellen oder anschaffen,
welche Materialien stehen der Fachschaft zur Verfiigung? Ist die Nutzung bestimmter
Lernaufgaben, Medien, einer bestimmten Sprech- und Schreibweise verbindlich?

Gibt es Geobretter, wo finde ich sie?

Die Liste zeigt, wie eine Dokumentation des Curriculums fir Klasse 5 aufgebaut sein
konnte. Das fiktive Deckblatt weist auch auf Materialien hin, die in separaten Ordnern
untergebracht sein kdnnen. Unterlagen zum Arbeiten missen weder perfekt
formatiert noch ,justiziabel“ formuliert sein, haufig gentigen Telegrammstil oder
Tabellen. Die Aufzeichnungen missen nur die wichtigen Absprachen nachvollziehbar
dokumentieren und zum Nachschlagen, firr die Ubergabe an das nachste

Jahrgangsfachteam sowie fir Uberarbeitungen bereithalten.

huli Al hen far Jal o 5

Koordination des Jahrgangsfachteams:

e August 2012: Herr Altmann

e August 2013: Frau Brandt

e August 2014: Frau Christiansen
Inhalt dieses Ordners (Ordner 1): Abschnitt 1, Seite 1
Uberblick Unterrichtseinheiten: Abschnitt 1, Seite 2
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Gliederung und Ziele UE 1: Abschnitt 1, Seite 3; Material: Ordner 2
Gliederung und Ziele UE 2: Abschnitt 1, Seite 4; Material: Ordner 2
Gliederung und Ziele UE 3: Abschnitt 1, Seite 5; Material: Ordner 2

und so weiter

Gliederung und Ziele UE ...: Abschnitt 1, Seite ...; Material: Ordner ...
Beschlisse Leistungsnachweise in Jahrgangsstufe 5: Abschnitt 2
Sammlung Leistungsnachweise (aktuell): Abschnitt 5; Vorjahre: Ordner ...
Kriterien (Raster) Schilerprasentation: Abschnitt 2

Beschlisse zur Nachhaltigkeit und zur Rechenfertigkeit: Abschnitt 3; Material:
separate Ordner

Beschliisse Computereinsatz: Abschnitt 3

Verzeichnis Kopiervorlagen: Abschnitt 4

Verzeichnis Materialien und Lernspiele mit Standort: Abschnitt 4
Erganzung:

und so weiter

Der wichtigste Inhalt des Ordners sind die Unterrichtseinheiten. Dabei ist es weder
notwendig noch sinnvoll, die Texte aus den Fachanforderungen abzuschreiben oder
gar einen eigenen, umfangreicheren Lehrplan zu schreiben. Die Absprachen sollen
vielmehr eine Konkretisierung in knapper Form darstellen: Zu welchem Zeitpunkt —
vor oder nach einer anderen Unterrichtseinheit — wollen wir diese Unterrichtseinheit
durchfiihren? Wie grof3 soll der Spielraum der einzelnen Lehrkraft sein, diese
Anordnung zu variieren? Wie lange soll die Unterrichtseinheit dauern? Welche
Schwerpunkte wollen wir dabei inhaltlich sowie didaktisch setzen? Welche
Fachtermini sind bei dieser Unterrichtseinheit in der Fachschaft zu vereinbaren?
Welche Grundvorstellungen missen in dieser Einheit aufgebaut werden? Welche

Materialien mussen fir diese Einheit bereitstehen?
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Dabei genligt ein stichwortartiger Uberblick tiber die Unterrichtseinheiten mit Thema,

Auflistung der Inhalte mit Konkretisierungen, Dauer, Intentionen und Vernetzungen:

E hwi . ; hen
Intentionen: gegenseitiges Kennenlernen, mit wenig Voraussetzungen aus bzw.
Uberschneidungen mit Grundschulstoff neue mathematische Inhalte themenorientiert
erarbeiten,

die Tabellenkalkulation als Werkzeug, mit Sdulendiagramm und Balkendiagramm an

Zahlvorstellungen arbeiten

themenorientierte einfache Statistik:
Erstellen eines Fragebogens oder Abandern einer gegebenen Vorlage;
Auswertung; Erstellen, Lesen und Interpretieren von Diagrammen

kurze Texte schreiben

e Kategorien bilden, Auszahlen

e Strichliste

e absolute Haufigkeit

e Funktion ,Zahlenwenn’ in Excel
e Sdaulendiagramm

e Kreisdiagramm ohne Prozente

Auswerten und Zeichnen sowohl mit der Hand als auch mit der Tabellenkalkulation.

Kreisdiagramm, aber keine formale Einfihrung der Prozentangaben; von Hand nur
50%, 25%, mit dem PC auch komplizierte Anteile

| ische Figuren (2 Wochen!

Intentionen: ...
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Schwerpunkte bei der Erarbeitung des schulinternen Fachcurriculums
Die Fachanforderungen nennen mit dem ersten Bereich ,Unterrichtseinheiten’ die
Schwerpunkte fur der Erarbeitung des schulinternen Fachcurriculums:

e Reihenfolge, Zeitpunkt, Dauer und Umfang von Unterrichtseinheiten,

e didaktische Nutzung von Themenstrangen,

e Formen der Differenzierung,

e Beitrag der jeweiligen Unterrichtseinheit zum Erwerb und zur Erweiterung

ausgewabhlter allgemeiner mathematischer Kompetenzen

und erganzen Wahl von Themenkreisen, Vernetzungen von Inhalten, Nutzung von
Inhalten fur eine Propadeutik, Lernumgebungen: Aufgabenformate, Lernformen. Ein

mogliches Vorgehen der Fachschaft soll im Folgenden beschrieben werden.

didaktische Nutzung von Themenstrangen bei der Erarbeitung von
Unterrichtseinheiten

Die Erarbeitung von Unterrichtseinheiten wird sicherlich arbeitsteilig im
Jahrgangsfachteam geleistet und von der Fachkonferenz nicht in allen Details
diskutiert oder gar abgestimmt. Jedoch muss dieser Erarbeitung eine
Grundsatzdiskussion der gesamten Fachschaft vorausgehen. Exemplarisch, fur
zentrale Themen, sollte die Fachschaft gemeinsam klaren, welche Voraussetzungen
aus den unteren Jahrgangsstufen in den oberen Jahrgangsstufen bendtigt werden.
Auch kleinere Unterrichtseinheiten in den unteren Klassen kdnnen wichtige
Voraussetzungen fur zentrale Themen schaffen — wenn die Lehrkréafte den
entsprechenden Themenstrang erkennen. Vor diesem Hintergrund ist die Auswabhl
des Aufgabenmaterials von grof3er Bedeutung, weil es die Einfihrung von Begriffen
vorbereiten kann. Ebenso muss die in den unteren Jahrgangsstufen verwendete
Sprech- und Schreibweise zu den spater eingefuhrten Begriffen und Verfahren
passen. Das ist beispielsweise fur fachfremd unterrichtende Lehrkrafte, die nur in
den unteren Klassen eingesetzt werden, schwierig. Aus diesen Griinden ist eine
gemeinsame Diskussion notwendig, die Themenstrange und Vernetzungen bewusst

macht.

Die folgenden Ausfuihrungen sind als Vorschlage fiir eine mégliche Vorgehensweise
gedacht. Als Beispiel sollen quadratische Gleichungen dienen, sicherlich ein

zentrales Thema.
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Polynome

quadratische Gleichungen

Sachaufgaben mit quadratischen

Normalform

reinquadratisch

ausklammern

Form

Funktionen
. . . . systematisches graphisches
quadratische Ergénzung Lésungsformel Satz von Vieta 5 i
Probieren Losen
X faktorisierte

Diskriminante

Anzahl
Losungen

Probe

quadratische Funktionen

Quadratwurzel

Scheitelpunktsform

Anzahl Achsen-
schnittpunkte

Normalparabel

Schnittpunkte
mit derx-Achse

Gleichungen

Nullstellen

Parabeln vertikal verschieben

Aquivalenzumformung

Losungsmenge

Grundmenge
(Definitionsbereich)

Satz vom Nullprodukt

Distributivgesetz: Klammern
ausmultiplizieren

binomische Formeln

Terme

Variablen

gleichwertige
Terme

Prioritat von Rechenoperationen

Vorzeichenregeln

Rechnen mit rationalen
Zahlen

Terme

DGS als Funktionsplotter

Funktionsgraph

Wertetabelle

Loésen einfacher Gleichungen
durch 'Raten’ (Probieren)

Quadratzahlen

Zahlenfolgen

Bereits ab Klasse 5 missen in den Themenstrangen ,Terme*, ,Gleichungen® und

.Funktionen® wichtige Voraussetzungen fur die spatere Erarbeitung des zentralen

Themas ,quadratische Gleichungen® geschaffen werden — durch bewusste

Gestaltung von Lernumgebungen.
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Um wichtige Voraussetzungen zu sammeln und hierarchisch zu ordnen, schreiben
die Kolleginnen und Kollegen Begriffe auf Kéartchen und heften sie spater an einer
Tafel geordnet an. Die Beschriftungen kénnen zu drei Kategorien gehoren:

e Fachbegriffe (Kenntnisse und Fertigkeiten),

¢ inhaltsbezogene Kompetenzen,

e Grundvorstellungen.

Besonders mit Begriffen aus der ersten Kategorie kann die Darstellung enorm
umfangreich werden, sie wird sicherlich niemals vollstéandig sein. Ob ein notierter
Begriff zu einem wichtigen Themenstrang gehort, der zum zentralen Thema fihrt,
lasst sich aber entscheiden: Treten bei der Erarbeitung Schwierigkeiten auf, wenn
die notierte Voraussetzung nicht sicher verfugbar ist? Auf diese Weise erarbeitet sich
die Fachschaft einen bewussteren Umgang mit Inhalten und inhaltsbezogenen

Kompetenzen beim Erarbeiten von Unterrichtseinheiten in den Jahrgangsfachteams.

Bertcksichtigung von Anforderungsebenen und Anforderungsbereichen

Bei der Planung einer Unterrichtseinheit haben die Lehrkréafte Zielvorstellungen. Zu
diesem Zeitpunkt muss im Prinzip klar sein, welche Anforderungen bei einem
Leistungsnachweis am Ende der Unterrichtseinheit gestellt werden kénnten. Beim
gemeinsamen Lernen missen alle Anforderungsebenen angesprochen werden, und
auf jeder Anforderungsebene sollen die Lernenden mit den drei
Anforderungsbereichen konfrontiert werden. Welches Spektrum an Anforderungen
soll die Unterrichtseinheit abdecken? An dieser Stelle soll beispielhaft eine mogliche

Vorgehensweise bei der Planung skizziert werden.

Drei Anforderungsebenen mit je drei Anforderungsbereichen kann man sich als
Matrix mit neun Feldern vorstellen. Exemplarisch kann man die Felder dieser Matrix
ausfullen. Die Eintragungen kénnen zu drei Kategorien gehdren:

e Aufgaben

¢ inhaltsbezogene Kompetenzen,

e Inhalte / Themen.
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ESA |MSA|UOS

Reproduzieren I

Zusammenhénge

herstellen II ®
Verallgemeinern, 111
Reflektieren

Am einfachsten lassen sich Anforderungen exemplarisch Uber Aufgaben
beschreiben. Erfahrungen zeigen, dass es gunstig ist, mit dem mittleren Feld zu
beginnen. Wie sieht eine Aufgabe im Anforderungsbereich Il auf der mittleren
Anforderungsebene (MSA) aus? Typisch fur diesen Anforderungsbereich ist, dass
die Lernenden aus einem Repertoire bekannter und geubter Verfahren selbststandig
ein geeignetes Verfahren (es kdnnte auch ein Werkzeug, ein Darstellungsmittel, eine

Losungsstrategie sein) auswéahlen und anwenden.

Formuliert man inhaltsbezogene Kompetenzen, dann ist typisch fir den
Anforderungsbereich Il beispielsweise ,Die Schulerinnen und Schiler wechseln
situationsgerecht die Darstellungsform der Funktion.“ Dies verlangt die
Entscheidung, ob eine Wertetabelle, eine Zeichnung des Graphen, eine formale
Rechnung mit der Funktionsgleichung oder eine verbale bzw. schriftliche

Argumentation am besten geeignet zur Losung der Aufgabe ist.

Haufig ist es schwierig oder unmdoglich, Anforderungsebenen und
Anforderungsbereiche allein durch eine Zuordnung von Inhalten zu definieren, weil
viele Inhalte fur alle drei Anforderungsbereiche relevant sind — nur werden sie durch
das Bearbeiten unterschiedlicher Aufgaben (Wahlaufgaben, gekennzeichnete
Schwierigkeitsgrade) abgedeckt oder durch die unterschiedliche Bearbeitung der
gleichen Aufgabe (selbstdifferenzierende Aufgabe). Bestimmte Inhalte sind allerdings
in den Fachanforderungen explizit einer der beiden héheren Anforderungsebenen

zugeordnet.

Das Zuordnen von Aufgaben, inhaltsbezogene Kompetenzen oder Inhalten zu
Anforderungsebenen und Anforderungsbereichen hat exemplarischen Charakter. Hat

man sich an einzelnen Beispielen klargemacht, worin Reproduktion oder Transfer auf
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der grundlegenden Anforderungsebene oder fur die Anschlussfahigkeit zur Sek. 1l
bedeutet, wird dadurch das Spektrum an Anforderungen umrissen, das durch die
Unterrichtseinheit abgedeckt werden soll. Es missen also keineswegs mit jeder
einzelnen Aufgabenstellung stets alle Felder der Matrix abgedeckt werden. Nur
umgekehrt, wenn fur eine Anforderungsebene stets zwei oder drei Felder leer

bleiben, wirde die Planung dem gemeinsamen Lernen nicht gerecht.

Fachsprache

Eine wichtige Aufgabe der Fachschaft besteht darin, sich auf eine einheitliche
Verwendung von Bezeichnungen und Begriffen sowie eine einheitliche formale
Notation zu einigen. Als Beispiel sei hier ein Auszug aus einem Fachschaftspapier

zitiert:

Beschllsse zur Fachsprache
Begriffe und Anmerkungen / Empfehlungen

e Term: Die Schiler kennen den Term als Rechenausdruck. In der 8. Klasse
werden nun systematisch Terme mit Variablen (Platzhaltern fir Zahlen)
eingefuhrt, dabei handelt es sich bei einem Term weiterhin um einen (jetzt
variablen) Rechenausdruck.

e Wert eines Terms: ist der Zahlenwert, den die Berechnung eines Terms bei
einer durchgeflihrten Einsetzung liefert.

e gleichwertige Terme: Zwei Terme heil3en gleichwertig, wenn sie bei jeder
madglichen (nattrlich identischen) Einsetzung fur die Variablen denselben Wert
annehmen.

Gleichwertigkeit ist durch Einsetzen nie nachweisbar (entsprechende,
warnende Beispiele sind wichtig!), fir Nichtgleichwertigkeit reicht dagegen
eine Einsetzung, fiir die die Terme verschiedene Werte annehmen.
Dieses Problem motiviert direkt den folgenden Begriff.

e Termumformung: Eine Termumformung ist eine Umformung mit Hilfe der
Rechengesetze (AG+, KG+, AGx, KGx, DG), sie Uberfuihrt einen Term in
einen wertgleichen Term.

Nur mit Hilfe von Termumformungen kann die Wertgleichheit von Termen

gezeigt werden.
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Bedeutung des "="-Zeichens bei Termumformungen: Zu diesem Zeitpunkt
bedeutet das "="-Zeichen fur die SuS folgendes:

T1=T2 bedeutet T1 ist wertgleich zu T2 (und umgekehrt), man kann also
durch Anwendung der Rechengesetze (s.0.) T1 in T2 Uberfuhren.
Gleichung: Eine Gleichung ist eine Aussageform, d. h. eine Aussage mit
einer oder mehreren Variablen. Setzt man fir die Variablen Zahlen ein, so
erhalt man entweder eine wahre oder eine falsche Aussage.

LOosung einer Gleichung: Eine Losung einer Gleichung ist eine Einsetzung,
fur die die Gleichung zu einer wahren Aussage wird.

Anmerkung: Die Schiler mussen verstehen, dass man auch das Objekt
0-x+1=0"x (ktrzer 1=0) als Gleichung auffassen kann, die keine Lésung
besitzt.

Lésungsmenge: ist die Menge aller Losungen einer Gleichung

Bedeutung des "="-Zeichens bei Gleichungen (im Unterschied zu
oben!!): Wichtig ist, dass das "="-Zeichen bei einer Gleichung eine andere
Bedeutung hat als bei den Termumformungen! Eine Gleichung in der Form
T1(x)=T2(x) besagt eben nicht, dass T1 und T2 gleichwertige Terme sind, es
ist als Vergleichsoperator Bestandteil der Aussageform.

(Natirlich kbnnen T1 und T2 wertgleich sein, das ist aber ein Spezialfall und
andert auch nichts an der Bedeutung des "="-Zeichens: In diesem Fall wird
eben bei jeder Einsetzung fur x die Gleichung zu einer wahren Aussage, da
die beide Terme denselben Wert annehmen und der Vergleich das Ergebnis
.wahr liefert.

aquivalente Gleichungen: Zwei Gleichungen G1 und G2 heil3en &quivalent
zueinander, wenn sie (genau) dieselbe Losungsmenge besitzen.

Man schreibt G1 & G2

Aquivalenzumformung: ist eine Umformung einer Gleichung GL1 in eine
zweite G2, die zu G1 aquivalent ist.

Nur mit Hilfe von Aquivalenzumformungen kann man nachweisen, dass zwei
Gleichungen wirklich dieselbe Lésungsmenge haben (vgl. oben)

Ziel von Aquivalenzumformungen ist es, eine in eine dazu aquivalente
umzuformen, an der man die Lésungsmenge gut erkennen kann.

Aufgrund der Wichtigkeit des Begriffs ,Aquivalenz* zweier Gleichungen soll

das < -Zeichen bei Umformungen stets geschrieben werden.
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Auch Beispiele fur nichtaquivalente Gleichungen mit mindestens einer
gemeinsamen LOsung sind wichtig!

e Ungleichungen: gleiche Bemerkungen wie zu den Gleichungen,
Besonderheit bei der Aquivalenzumformung () beachten.

Gleichungssystem System aus n Gleichungen G1,..., Gn

genauer: die Aussageform G TAGZA..AGN, (1ogische und- Verkniipfung!)
Gy
haufig geschrieben als Gn

Quelle: Oliver Thomsen, Stadtisches Gymnasium Bad Segeberg

erganzende Beschlisse

Die folgenden Kasten geben Beispiele, wie Beschlisse formuliert sein konnten.

Beschliisse zum Computereinsatz in Klasse 5/6

Tabellenkalkulation

Im Rahmen der Unterrichtseinheit ,Umfragen’ wird in allen Klassen die
Tabellenkalkulation eingefuhrt. Die Nutzung von Open Office ist verbindlich. Umfang:
Tabellen anlegen und auswerten: Summe, Zahlenwenn, Saulendiagramm,
propadeutisch Kreisdiagramm (keine formale Einfihrung der Prozentangaben).

Einfache Formatierung und Ubertragen in die Textverarbeitung.

DGS

Im Rahmen der Geometrie-Unterrichtseinheiten in Klasse 5 wird das dynamische
Geometriesystem eingefuhrt. Die Nutzung von GeoGebra ist verbindlich. Umfang:
alle Objekte (Punkt, Strecke, Gerade, usw.) und alle Werkzeuge und Téatigkeiten
(Schnittpunkte bestimmen, Achsenspiegelung, Langen und Flacheninhalt messen,
usw.), die auch handisch Gegenstand der Unterrichtseinheit sind, auf3erdem

Konstruktionsprotokoll.
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Beschlisse zur Rechenfertigkeit

Zweimal pro Woche Kopflibungen als Ritual zu Stundenbeginn

kleines Einmalseins festigen, grol3es Einmalseins schrittweise einfihren bis Ende
Klasse 5

Es wird besprochen, wie man das Einmalseins ubt (lautes Aufsagen; Anleitung:
Materialordner)

Terme aus drei Zahlen, alle Rechenarten, aber keine Kettenaufgaben (zu viel zu
merken, Probleme ,Gleichungsketten’ mit dem Gleichheitszeichen beim Aufschreiben
von Termumformungsketten)

Uberschlagsrechnungen (Anzahl der Nullen) und Kontrollen (Endziffer Produkt,
Quersumme)

Schatzen

Definitionen, Bezeichnungen und Begriffe (Kommutativgesetz) abfragen
Kopfgeometrie

Die Aufgabenauswahl beriicksichtigt aufgetretene Probleme.

Gezieltes Feedback und Lernhilfen geben

Beschlusse zur Nachhaltigkeit

Im Materialordner werden zu moglichst jeder Unterrichtseinheit wiederholende und
vernetzende Aufgaben extra ausgewiesen

In jeder Klassenarbeit gibt es eine Aufgabe zu zurtickliegenden Inhalten ohne
explizite Wiederholung; die Aufgabe soll nicht eng an Verfahren orientiert sein, aber
auf Vorwissen zuriickgreifen

Nutzung des zusammenfassenden Stoffriickblicks und der Wiederholungsseite im
Lehrbuch ist verbindlich.

Auf die Verwendung einer einheitlichen Sprech- und Schreibweise gemaf

Fachschaftspapier wird geachtet!

Ein Beschluss wie im oberen Beispiel zum Computereinsatz muss nicht auf eine
einzelne Jahrgangsstufe bezogen sein. Der Beschluss kdnnte auch lauten ,Fir jede
Unterrichtseinheit wird extra ausgewiesen, ob und bei welchen Inhalten die
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Tabellenkalkulation, das dynamische Geometriesystem oder andere digitale
Werkzeuge eingesetzt werden.” Die Fachanforderungen nennen Bereiche, zu denen
die Fachkonferenz Beschliisse fassen muss. Erganzend werden weitere Bereiche
genannt, zu denen im gleichen Zusammenhang Beschlisse gefasst werden kdnnen,
z. B. zur Nachhaltigkeit. Wenn das Jahrgangsfachteam beispielsweise ein
Verzeichnis der Materialien und Lernspiele mit Standort aufnimmt, soll dies nicht
Verwaltungszwecken dienen, sondern beim Planen des Unterrichts helfen. Wichtig
ist dazu jeweils der Hinweis auf den Einsatzzweck, beispielsweise: ,4 Trio-Spiele

Kopfrechentbungen in Freiarbeitsphasen.”

Uberpriifung und Weiterentwicklung — das schulinterne Fachcurriculum im
Verlauf eines Schuljahres

Die Liste skizziert eine Mdglichkeit fur die Gestaltung der Arbeit mit dem
Schulinternen Fachcurriculum im Verlauf eines Schuljahres. Eine entscheidende
Rolle kommt dabei den Jahrgangsfachteams zu. Eine Lehrkraft aus dem

Jahrgangsfachteam ist fir die Koordinierung dieser Arbeit zustandig.

Zeitpunkt:

Ende des Schuljahrs, Bekanntgabe der vorlaufigen Unterrichtsverteilung
Tatigkeiten:

Jahrgangsfachteam, Koordination

Durch die Unterrichtverteilung steht fest, welche Lehrkrafte ein Jahrgangsfachteam
bilden. Die Fachkonferenzleitung bittet eine Lehrkraft, die Koordination zu
Ubernehmen. Die schriftliche Dokumentation aus dem letzten Schuljahr wird an diese

Lehrkraft zur Fortschreibung tbergeben.

Zeitpunkt:

Beginn des Schuljahrs

Tatigkeiten:

Ubergabebesprechung

Das Jahrgangsfachteam trifft sich gemeinsam mit dem Koordinator des letzten
Jahrgangsfachteams und bespricht die Erfahrungen aus dem letzten Schuljahr.
Wenn vorhanden, kdnnen beispielsweise Aufgabenstellung und Ergebnisse der

Klassenarbeiten herangezogen werden.
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Anschliel3end legt das Jahrgangsfachteam fur das aktuelle Schuljahr ungeféhre
Zeitpunkte fest, bis zu denen Unterrichtseinheiten bearbeitet werden sollen. In
diesem Zeitplan kdnnen Parallelarbeiten fir bestimmte Themenbereiche verabredet
werden.

Der Uberarbeitungsbedarf wird geklart: einzelne Materialien, ggf. Struktur oder
Reihenfolge von Unterrichtseinheiten. Aufgaben werden an einzelne Lehrkrafte oder
Tandems verteilt: Uberarbeitung / Erarbeitung von Lernumgebungen sowie Auswahl
/ Anschaffung / Erstellung / Uberarbeitung von Unterrichtsmaterial, Bestandspflege
von Materialordnern und konkreten Materialien (z. B. Geobretter).

Erscheinen in diesem Zusammenhang gréf3ere Anschaffungen oder
Fortbildungsveranstaltungen notwendig, werden Antrage fir die Fachkonferenz

vorbereitet.

Zeitpunkt:

im Schuljahr

Tatigkeiten:

Nutzung / Uberarbeitung der Unterrichtseinheiten

Parallelarbeiten

Zeitpunkt:

1. Fachkonferenz

Tatigkeiten:

Erfahrungsaustausch und Beschlisse zum schulinternen Fachcurriculum
Unterrichtseinheiten

Information: Die Jahrgangsteams tragen der Fachkonferenz Erfahrungen mit der
Umsetzung des Konzeptes fir die jeweilige Jahrgangsstufe vor.

Beschliisse: GroRere Anderungen an der Struktur oder der Reihenfolge von
Unterrichtseinheiten bedirfen der Zustimmung der Fachkonferenz.

weitere Informationen, Diskussionen und Beschlisse

In ahnlicher Weise werden bei Bedarf zu den weiteren Bereiche Informationen
gegeben oder Beschlisse gefasst:

Neuanschaffungen kdnnen wie an einem ,Messestand” prasentiert werden.

Fortbildungsbedarf
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und so weiter

Zeitpunkt:

Ende des Schuljahrs

Tatigkeiten:

Die schriftliche Dokumentation aus dem letzten Schuljahr wird an diese Lehrkraft zur

Fortschreibung tbergeben.

Ermittelt die erste Fachkonferenz Fortbildungsbedarf, kdnnte ein mogliches Ergebnis

das Verabreden einer Fortbildung an der eigenen Schule (Abrufveranstaltung) sein.
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